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符号说明

R,Rn 实数集, 实线性空间
C,Cn 复数集, 复线性空间
i 虚数单位

X ,Y Banach 空间
X ∗,Y ∗ 对偶空间 / 共轭空间
H Hilbert 空间
A 或 A

‖·‖
A 在某个范数下的闭包

C∞
0 (Ω) 光滑紧支集函数

Dαu u 的多重指标求导

Lp(Ω) Lebesgue 可积函数空间
‖ · ‖ 范数

〈f, x〉 对偶空间和原空间的配对

4 Laplace 算子
X ↪→ Y 嵌入

D(T ) 定义域

Γ(T ) 图像

R(T ) 值域

N (T ) 核空间

dimM 线性空间的维数

codim 线性空间的余维数
⊥M M ⊂ X 的正交集

M⊥ M ⊂ H 的正交补

(x, y) x, y ∈ H 的内积

L (X ) 连续线性算子空间

dist(x,C) x 到 C 的距离

un ⇀ u 弱收敛

A ,B 代数

S1 单位圆周

`p(Z) 离散双边 `p 可求和空间

X /M 商空间, 商环
kerϕ 同态核

A ' B (拓扑) 同胚
B(M) Borel σ-代数
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Chapter 1

广义函数

1.1 广义函数的概念

定义 1.1. 对函数 u : Ω → R, 其支集定义为所有非零点集的闭包,

(1.1) supp(u) = {x : u(x) 6= 0}.

设 Ω ⊂ Rn 是开区域, C∞
0 (Ω) 定义为 Ω 上光滑紧支集函数的集合,

(1.2) C∞
0 (Ω) = {u : u ∈ C∞(Ω), suppu ⋐ Ω}.

注 1.1. C∞
0 (Ω) 非空, 因为可以定义下列光滑函数

(1.3) j(x) =

cne−(1−|x|2)−1

, |x| < 1,

0, |x| ≥ 1.

它的支集为单位球 B(0, 1), 且无穷次可微. (可以调节常数 cn 使得
∫
j(x) = 1) 任取一点 x0 ∈

Ω, B(x0, ε) ⊂ Ω, 则

(1.4) jε(x− x0) =
1

εn
j

(
x− x0
ε

)
为 C∞

0 (Ω) 内的函数. 它可以用作任何可积函数的磨光子. 事实上, 在距离边界至少有 ε 的区域

Ωε = {x : dist(x, ∂Ω) > ε} 内, 对任何多重指标 α, u ∈ Lp(Ω),

Dα(jε ∗ u) = Dα
x

(∫
Ω

jε(x− y)u(y) dy
)

=

∫
Ω

Dαjε(x− y)u(y) dy,

所以 jε ∗ u 无穷阶可微.

定义 1.2. 设 {φn} ⊂ C∞
0 (Ω), φ ∈ C∞

0 (Ω). 称 φn → φ, 如果

1. supp(φj) ⊂ K, 对某个紧集 K ⋐ Ω;

2. supx∈K |Dαφj(x)− Dαφ(x)| → 0, 对任何多重指标 α.

C∞
0 (Ω) 和上述收敛性 (拓扑结构) 构成的空间称为基本空间, 记为 D(Ω).

定义 1.3. Ω 上的广义函数是 D(Ω) 上的连续线性泛函, 组成的集合记为 D′(Ω). 此即对任何 f ∈
D′(Ω),

1



2 CHAPTER 1. 广义函数

1. (线性性) 〈f, λ1φ1 + λ2φ2〉 = λ1 〈f, φ1〉+ λ2 〈f, φ2〉 , ∀λ1, λ2 ∈ R, φ1, φ2 ∈ D(Ω),

2. (连续性) 若 φj → φ 在 D(Ω) 中, 则 f(φj) → f(φ).

例 1.1. 1. 对任何 f ∈ L1
loc(Ω), 定义泛函

(1.5) φ ∈ D(Ω) 7→
∫
Ω

f(x)φ(x) dx,

则这是一个连续泛函. 我们仍将这个泛函记为 f .

2. Dirac 函数 δ ∈ D′(Ω) 的定义为

(1.6) 〈δ, φ〉 = φ(0).

显然它是连续线性泛函.

定理 1.1. 线性泛函 f ∈ D′(Ω) 当且仅当对任何 K ⋐ Ω, 存在 C = C(K) > 0,m = m(K) ∈ N, 使
得对任何 supp(ϕ) ⊂ K 成立

(1.7) | 〈f, ϕ〉 | ≤ C
∑

|α|≤m

‖Dαϕ‖∞,K .

注 1.2. D(Ω) 上有无穷多个半范数 ‖Dα · ‖∞,K , 上述定理说明连续线性泛函一定能被某一阶半范数
限制住. 这是以后关于 B0 空间的结论的一个特例.

证明. 只要证连续性和定理结论等价.
充分性. 假设结论成立, 那么对任何收敛列 φj → φ, 设 suppφj ⊂ K (从而 suppφ ⊂ K), 那么由

结论, ∃C,m, 使得
| 〈f, φj − φ〉 | ≤ C

∑
|α|≤m

‖Dα(φj − φ)‖∞,K → 0,

充分性得证.
必要性. 假设不成立, 那么 ∃K0, ∀C,m, ∃ϕ, supp(ϕ) ⊂ K0,

| 〈f, ϕ〉 | > C
∑

|α|≤m

‖Dαϕ‖∞,K0
.

取 C = m = n ∈ N, 对应的满足上式的 ϕ 记为 ϕn, 令 ψn = φn

|〈f,φn〉| , 则有∑
|α|≤n

‖Dαψn‖∞,K0
≤ 1

n
⇒ ‖Dαψn‖∞,K0

→ 0, ∀|α| ≤ n.

这说明 ψn → 0, 在 D(Ω) 中, 但 〈f, ψn〉 = ±1, 矛盾.

显然 D′(Ω) 是线性空间. 作为线性泛函, 可以定义它们的弱收敛/分布收敛.

定义 1.4. 称 {fj} ⊂ D′(Ω) 收敛到 f ∈ D′(Ω), 如果对任何 ϕ ∈ D(Ω), 有 〈fj , ϕ〉 → 〈f, ϕ〉 .

例 1.2. 1. Dirichlet 核. fj(x) = 1
π

sin jx
x
在 R 上局部可积, 所以是 D′(Ω) 上的泛函. 对任何

ϕ ∈ D(R), 可以用 Riemann-Lebesgue 引理证明 〈fj , ϕ〉 → ϕ(0), 所以在 D′(R) 中 fj → δ.

2. L1 卷积核. (1.4) 中的 jε(x) 满足∫
jε(x) dx = 1, supp jε(x) ⊂ B̄(0, ε),

所以对任何 ϕ ∈ D(Rn), 〈jε, ϕ〉 → ϕ(0) (ε→ 0), 进而 jε → δ, 在 D′(Rn) 中.
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1.2 B0 空间

我们把 D(Ω) 抽象为更一般的空间.

定义 1.5. 设X 是线性空间,称它为可数模空间 (B∗
0 空间),如果存在可数个半范数 {‖·‖m}(m ∈ N),

每一个都满足

1. (齐次性) ‖λx‖m = |λ|‖x‖m, ∀λ ∈ R, x ∈ X ,m ∈ N;

2. (非负性) ‖x‖m ≥ 0, ∀x ∈ X ,m ∈ N;

3. (三角不等式) ‖x+ y‖m ≤ ‖x‖m + ‖y‖m, ∀x, y ∈ X ,m ∈ N;

4. ‖x‖m = 0, ∀m⇔ x = 0.

定义 1.6. 称 X 上两组半范数 {‖ · ‖m}, {‖ · ‖′n} 是等价的, 如果它们满足

1. ∀m, ∃n,C > 0, ‖x‖m ≤ C‖x‖′n, ∀x;

2. ∀n, ∃m,C > 0, ‖x‖′n ≤ C‖x‖m, ∀x.

注 1.3. 若 X 在一组半范数之下是 B∗
0 空间, 则它在与这组半范数等价的任何半范数下都是 B∗

0 空

间. 前三条是容易验证的. 由等价性,

‖x‖m = 0, ∀m⇔ ‖x‖′n = 0, ∀n⇔ x = 0,

所以第四条也满足.

注 1.4. 在上述定义中可以要求这些半范数是单调上升的,

‖x‖1 ≤ ‖x‖2 ≤ · · · ≤ ‖x‖m ≤ · · · ,

这是因为若不然, 可以重新定义等价的半范数

(1.8) ‖x‖′m = max
1≤i≤m

‖x‖i.

注 1.5. B∗
0 空间一定是 F ∗ 空间, 因为我们可以定义下列准范数

(1.9) ‖x‖ =
∞∑
m=1

1

2m
‖x‖m

1 + ‖x‖m
.

例 1.3. DK(Ω), 其中 K ⋐ Ω 是紧集, 包含所有满足 u ∈ C∞
0 (Ω), suppu ⊂ K 的函数. 半范数为

(1.10) ‖u‖m =
∑

|α|≤m

max
x∈K

|Dαu(x)|.

例 1.4. 基本空间 E(Ω). 线性空间为 C∞(Ω), 取一列上升的紧集序列 Kn 满足

(1.11) Kn ⊂ K◦
n+1,

⋃
n

Kn = Ω.

定义半范数

(1.12) ‖u‖m =
∑

|α|≤m

max
x∈Km

|Dαu(x)|, u ∈ C∞(Ω).

在这组范数下构成的空间称为 E(Ω). 需要注意, 任何一组满足条件的上升紧集列决定的半范数都是
等价的, 一种最常用的选法为

Km = {x ∈ Ω : dist(x, ∂Ω) ≥ m−1}.
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例 1.5. 速降函数空间 / Schwartz 空间 S(Rn). 其中的元素 u 的任意阶导数的下降速度比任何分

式都快

(1.13) sup
x∈R

(1 + |x|2)k/2|Dαu(x)| <∞, ∀k ∈ N, α.

, 即可以定义半范数

(1.14) ‖u‖m =
∑

|α|≤m

sup
x∈R

(1 + |x|2)m/2|Dαu(x)|.

定义 1.7. 设 (X , {‖·‖m})是 B∗
0 空间,称 {xj} ⊂ X 收敛到 x ∈ X ,如果对任意m,有 ‖xj−x‖m →

0 (j → ∞).

定义 1.8. X 是 B∗
0 空间, 基本列定义为满足

(1.15) ‖xj − xk‖m → 0 (j, k → ∞), ∀m

的序列 {xj}. 若所有基本列都收敛到某个极限, 称空间 X 是 B0 空间 (完备可数模空间).

例 1.6. 前面定义的 DK(Ω), E(Ω),S(Rn) 都是完备的.

1. 对 DK(Ω) 中基本列 {ϕj}, 定义逐点的极限为 ϕ(x). 因为各阶导数都一致收敛, ϕ(x) 的导数存
在且等于极限函数, ϕ(x) ∈ C∞(Ω), suppϕ ⊂ K. 而且根据一致收敛性

sup
x∈K

|Dα(ϕj(x)− ϕ(x))| → 0, ∀α,

所以 ϕ ∈ DK(Ω) 是 {ϕj} 的极限.

2. 对 E(Ω) 中基本列 {ϕj}, 同理定义逐点极限 ϕ(x). 因为每个紧集 Km 都是 Km+1 的内点, 所以
各阶导数都一致收敛, ϕ 的导数存在且等于极限函数. 而且根据一致收敛性

sup
x∈Km

|Dα(ϕj(x)− ϕ(x))| → 0, ∀m,α,

所以 ϕ ∈ E 是 {ϕj} 的极限.

3. 对 S(Rn) 中的基本列 {ϕj}, 定义逐点的极限 ϕ(x), 同理 ϕ 的导数存在, 且 ϕj 的各阶导一致收

敛到 ϕ 的导数, 而且在乘以任何多项式阶系数 (1 + |x|2)k/2 后都一致收敛. 所以有

sup
x∈Rn

(1 + |x|2)k/2|Dα(ϕj(x)− ϕ(x))| → 0, ∀k, α,

即 φ ∈ S 是 {ϕj} 的极限.

我们也可以定义这些空间上的连续线性泛函. Ω = Rn 时以上空间具有包含关系 (嵌入), 1

(1.16) DK(Rn) ⊂ D(Rn) ⊂ S(Rn) ⊂ E(Rn).

空间的包含关系决定了对偶空间的反向包含关系,

(1.17) D′
K(Rn) ⊃ D′(Rn) ⊃ S ′(Rn) ⊃ E ′(Rn).

前文所定义的 δ(x), 和 Rn 上的 Lp 函数不仅是 D′ 的元素, 也是 S ′(Rn) 的元素, 而且满足和 D′(Rn)
中类似的性质.

1事实上, 依 S(Rn) 的模 D(Rn) 在 S(Rn) 中稠密. 考虑光滑截断 uN (x) = u(x)K(x/N), 其中 K(x) =exp((1 − |x|2)−1 − 1), |x| < 1,

0, |x| ≥ 1.
则 uN (x) → u(x), 在 S(Rn) 中.
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定义 1.9. 设 X 是 B0 空间, X 上的连续线性泛函 f 是指 f : X → R, 满足

1. (线性性) 〈f, λ1x1 + λ2x2〉 = λ1 〈f, x1〉+ λ2 〈f, x2〉 , ∀λ1, λ2 ∈ R, x1, x2 ∈ X ,

2. (连续性) 若 xj → x 在 X 中, 则 f(xj) → f(x).

定理 1.2. X 上的线性泛函 f 是连续的当且仅当存在 m ∈ R 及 C > 0, 使得

(1.18) | 〈f, x〉 | ≤ C‖x‖m, ∀x ∈ X .

该定理的特殊情形就是 D(Ω) 上广义函数的性质, 所以它的证明也是类似的.

证明. 不妨设 ‖‖̇m 是单调上升的. 充分性显然. 假设必要性不成立, 那么对任何 m ∈ N, 存在 xm ∈
X ,

〈f, xm〉 > m‖xm‖m.

定义 ym = xm

〈f,xm〉 ,, 则有 ym → 0, 〈f, ym〉 = 1, 矛盾.

定理 1.3 (Hahn-Banach 定理). 任何 B0 空间上一定存在足够多的连续线性泛函, 即对任何 x 6= y,
存在线性泛函 f 使得 〈f, x〉 6= 〈f, y〉 .

证明. 只要证明对 x0 6= 0 存在 f 使得 〈f, x0〉 6= 0. 首先由半范数定义存在 m, ‖x0‖m 6= 0. 在子空间

span{x} 上定义泛函 〈f0, λx0〉 = λ‖x0‖m, 则有 | 〈f0, λx0〉 | ≤ ‖λx0‖m.
根据半范数形式的 Hahn-Banach 定理, 存在 f0 到全空间的延拓 f , 满足

〈f, x〉 ≤ ‖x‖m, ∀x ∈ X .

所以 f 是一个连续线性泛函.

例 1.7. S(Rn) 上的其它等价半范数, 以及连续线性泛函的刻画.
对 u ∈ S(Rn), 定义一组 Lp 半范数为

(1.19) ‖u‖pm,p =
∑

|α|≤m

∫
Rn

(1 + |x|2)
pm
2 |Dαu(x)|p dx.

可以说明, 速降函数的 Lp 半范数和 L∞ 半范数等价. 这是因为有如下估计.

|(1 + |x|2)k/2 Dαu(x)| = (1 + |x|2)k/2
∣∣∣∣∫

[x,∞)

Dα+1u(y) dy
∣∣∣∣

≤ (1 + |x|2)k/2
∫
[x,∞)

(1 + |y|)−γ(1 + |y|)γ |Dα+1u(y)| dy

≤ (1 + |x|2)k/2
(∫

|y|>|x|
(1 + |y|)−qγ dy

)1/q ∥∥(1 + |x|)γ Dα+1u(x)
∥∥
Lp

≤ C(n)
(1 + |x|2)k/2

(1 + |x|)γ−
n
q

∥∥(1 + |x|)γ Dα+1u(x)
∥∥
Lp

≤ C(n, γ)
∥∥(1 + |x|2)γ/2 Dα+1u(x)

∥∥
Lp

其中 q = p
p−1
为对偶指标 (可以取无穷大), [x,∞) 表示从 x 出发远离原点趋向无穷的区域 (例如

n = 2, x = (−1, 1), 则它表示的区域为 (−∞,−1]× [1,∞)). 只需取 γ ∈ N 使得 γ − n
q
≥ k, 即可得到

L∞ 半范数能被某一个高阶导数的 Lp 半范数限制.
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反过来, 对于任何一个 Lp 半范数,

∥∥(1 + |x|2)k/2 Dαu(x)
∥∥
Lp =

[∫
(1 + |x|2)−γ(1 + |x|2)γ+ k

2 Dαu(x)

] 1
p

≤ C(n, γ)
∥∥(1 + |x|2)γ+k/2 Dαu(x)

∥∥
L∞ ,

只要取 γ > n, (1 + |x|2)−γ ∈ L1(Rn), 则左边被某一个 L∞ 半范数限制.
由此得到, 任何 f ∈ S ′(R) 一定被某一个 L2 半范数

‖u‖2m,2 =
∑

|α|≤m

∫
Rn

(1 + |x|2)m|Dαu(x)|2 dx

控制. 由于 S(R) 上的半范数都是正定的 (从而是范数), 在这个范数下可以完备化为 L2 的一个子空

间 H (这就是 Sobolev 空间 Hm). 由 Riesz 表示定理, 存在 v ∈ H , 使得

(1.20) 〈f, u〉 = (u, v), ∀ϕ ∈ S(Rn).

由于 ‖ · ‖m,2 强于 m 阶以内导数的 L2 范数, 所以 H 上的函数也存在 m 阶 (广义)L2 导数, 仍记为
Dαv, 使得它的内积可以表示为

(u, v) =
∑

|α|≤m

∫
Rn

(1 + |x|2)m Dαu(x)Dαv(x) dx.

由此即可得到, S(Rn) 上的广义函数总是可以写成有限阶导数和一些函数的 L2 内积.

1.3 广义函数的运算

定义 1.10. 称变换 A : D(Ω) → D(Ω) 是连续线性算子, 如果 A 线性且 ϕj → ϕ 时 Aϕj → Aϕ.

例 1.8. 显然, 求导算子 Dα, 平移 τhϕ(x) = ϕ(x − h), 乘积 ϕ 7→ aϕ (a ∈ C∞(Ω)) 都是 D(Ω) 和

S(Rn) 上的连续线性算子.

注意到 D(Ω) 可以连续地嵌入 D′(Ω), 这是因为总是可以对 u ∈ D(Ω) 定义泛函 fu,

〈fu, v〉 =
∫
Ω

uv dx.

这是一个连续的嵌入, 因为 D(Ω) 上 uj 的收敛保证 fuj
在 D′(Ω) 中也收敛. 因此我们考虑把 D(Ω)

上的线性算子延拓到 D′(Ω) 上去.
如何延拓? 我们使用共轭算子的思想, 即用 D(Ω) 上具有一定对称性的算子自然诱导出的共轭

定义 D′(Ω) 上的变换, 从而它限制在 D(Ω) 上与原有的变换相同.

1.3.1 求导算子

定义 1.11. 对任何 f ∈ D′(Ω), 多重指标 α, 定义 f 的 α 阶导数为这样的泛函,

(1.21)
〈

D̃
α
f, ϕ

〉
= (−1)|α| 〈f,Dαϕ〉 , ∀ϕ ∈ D(Ω).

那么 D̃
α
是 D′(Ω) 上的连续线性变换.
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注 1.6. 对光滑函数 u, v ∈ D(Ω) 用分部积分法得到

(1.22)
∫
Ω

Dαu(x)v(x) =

∫
Ω

(−1)|α|u(x)Dαv(x) dx =
〈

D̃
α
u, v
〉
,

所以 (1.21) 定义的广义导数限制在 D(Ω) 上就是经典的求导运算. 此后只要不强调它们的区别, 我
们将不区分广义导数 D̃ 和经典导数 D 的记号.

注 1.7. 该定义对 S ′(Rn) 中的泛函也可以定义.

例 1.9. Heaviside 函数.

(1.23) H(x) = 1x>0

是 D′(R) (S ′(R)) 中的函数, 我们经常说它的导数就是 δ(x). 现在这是可以用广义函数的导数严格验
证的.

(1.24) 〈H ′, ϕ〉 = −〈H,ϕ′〉 = −
∫ ∞

0

ϕ′(x) dx = ϕ(0) = 〈δ, ϕ〉 .

例 1.10. 基本解. Rn 中 Laplace 方程的基本解满足

(1.25) −4u = δ,

用广义函数, 它可以严格地写成

(1.26) 〈u,−4ϕ〉 = ϕ(0), ∀ϕ ∈ D(Rn).

代入基本解的表达式,

(1.27) u(x) =


− 1

2π
log |x|, n = 2,

1

n(n− 2)α(n)
|x|2−n, n ≥ 3,

即可直接验证.

1.3.2 乘积运算

定义 1.12. 对任何 a ∈ C∞(Ω), f ∈ D′(Ω), 定义其乘积 af 为这样的泛函,

(1.28) 〈af, ϕ〉 = 〈f, aϕ〉 , ∀ϕ ∈ D(Ω).

注 1.8. 显然这个变换限制在 D(Ω) 上和经典的乘法是一致的.

例 1.11. 求 xmδ(n)(x).

由定义, ∀ϕ ∈ D(R),〈
xmδ(n), ϕ

〉
=
〈
δ(n), xmϕ

〉
= (−1)n 〈δ,Dn(xmϕ)〉

= (−1)n
dn

dxn (x
mϕ(x))

∣∣∣
x=0

= (−1)n
n∑
j=0

(
n

j

)
m!

(m− j)!
xm−jϕn−j)(0).

若 n < m, 右边均为零, 所以 xmδ(n) = 0. 若 n ≥ m, 右边只有 (−1)n n!
(n−m)!

ϕ(n−m)(0). 综上,

(1.29) xmδ(n) =

0, n < m

(−1)n−m n!
(n−m)!

δ(n−m), n ≥ m.
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1.3.3 平移与反射

平移和反射变换需要定义域为 Ω = Rn.

定义 1.13. 设 f ∈ D′(Rn), 分别如下定义平移和反射算子作用后得到的泛函. ∀ϕ ∈ D(Rn),

〈τhf, ϕ〉 = 〈f, τ−hf〉 ,(1.30)

〈σf, ϕ〉 = 〈f, σf〉 .(1.31)

它们显然是 D(Rn) 上经典意义的平移与反射算子的延拓.

1.4 Fourier 变换

本节讨论的函数全部为复值. 复值函数光滑是指实部和虚部都是光滑的.

1.4.1 S 上的 Fourier 变换

速降函数的 Fourier 变换使用经典的定义.

定义 1.14. 对任何 ϕ ∈ S(Rn), 定义其 Fourier 变换为

(1.32) ϕ̂(ξ) =

∫
Rn

e−2πiξ·xϕ(x) dx, ∀ξ ∈ Rn.

ϕ̂ 也记作 Fϕ.

它有一些基本性质.

命题 1.4 (Fourier 变换基本性质). 以下均假设函数是 S(Rn) 的.

1. F 是线性变换;

2. (求导变乘多项式) F(Dαϕ) = (2πiξ)αFϕ;

3. (乘多项式变求导) F((−2πix)αϕ) = Dα(Fϕ);

4. (卷积变乘积) F(ϕ ∗ ψ) = FϕFψ;

5. (平移) F(τaϕ) = e−2πia·ξF(ϕ);

6. (乘相因子) F(e2πia·xϕ) = τaF(ϕ).

7. (伸缩) F(ϕ(ax)) = 1
|a|nFϕ

(
ξ
a

)
.

在 S(Rn) 上还有如下特殊的结论, 它说明了 Fourier 变换在速降函数空间上的封闭性. 这一性
质可以由命题 1.4 的性质 2, 3 直接看出.

定理 1.5. F 是 S(Rn) → S(Rn) 的连续线性变换.

证明. 首先, 由于 S(Rn) 中函数必定 L1 可积, 对 Fourier 变换有先验估计

sup |ϕ̂(ξ)| ≤ ‖ϕ‖L1 .
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对任何多重指标 α, β,

ξα Dβϕ̂(ξ) =
1

(2πi)|α|
(2πiξ)α Dβϕ̂(ξ)

=
1

(2πi)|α|
F
[
Dα((−2πix)βϕ)

]
⇒ sup

ξ
|ξα Dβϕ̂(ξ)| ≤ C

∥∥Dα((−2πix)βϕ)
∥∥
L1

≤ C(α, β)
∑
γ≤α

‖xβ−γ Dα−γϕ(x)‖L1

≤ C(α, β)
∑

|γ|≤m

‖(1 + |x|2)m/2 Dγϕ(x)‖L1 .

其中 m = max{|α|, |β|}. 而我们前面已经说明过 S(Rn) 上 L1 半范数和 L∞ 半范数的等价性, 所以
ϕ̂ 的任意阶导数的衰减速率比任何多项式都快, 是 S(Rn) 中的元素, 且它的各阶半范数可以被 u 的

L1 半范数限制. 因此它确实是一个连续变换.

命题 1.6. Fourier 变换限制在 S(Rn) 上是对称变换, 2 即

(1.33) 〈ψ,Fϕ〉 = 〈Fψ,ϕ〉 .

证明. 直接用 Fubini 定理即可.

LHS =

∫
dξ ψ(ξ)

∫
e−2πix·ξϕ(x) dx

=

∫∫
dx dξ ψ(ξ)ϕ(x)e−2πix·ξ = RHS.

1.4.2 S ′ 上的 Fourier 变换

上述结论提示我们可以通过共轭算子把 F 的定义延拓到 S ′(Rn) 上去.

定义 1.15. 对 f ∈ S ′(Rn), 定义它的 Fourier 变换 f̂ = Ff 为下面的泛函.

(1.34) 〈Ff, ϕ〉 = 〈f,Fϕ〉 , ∀ϕ ∈ S(Rn).

显然 F 是 S ′(Rn) 的线性变换而且是经典意义的 F 的延拓. 通过 (1.21) 定义的的广义函数的
求导、乘光滑函数等性质,
下面来讨论 Fourier 变换的逆的刻画, 以及最重要的 Plancherel 定理.

定义 1.16. 速降函数的 Fourier 逆变换定义为

(1.35) [Fϕ](ξ) = ∨
ϕ(ξ) =

∫
Rn

e2πiξ·xϕ(x) dx.

同理可以证明 F 具有命题 1.4 中的类似性质, 这是因为

(1.36) Fϕ = Fϕ.

在说明 F 确实是 F 的逆之前, 我们需要先看两个重要的例子.

2需要注意这里的 “对称” 和 Hilbert 空间上对称变换的区别. 这里的符号 〈·, ·〉 仅表示乘起来积分, 而不是 L2 内积.
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例 1.12. Gauss 形函数的 Fourier 变换. 通过复平面上的围道积分容易算出

(1.37) (e−π|x|2)∧ = e−π|ξ|2 .

这说明 e−π|x|2 是 Fourier 变换的不动点. 进一步地, 我们有

(e−aπ|x|2)∧ =
1

an/2
e−π

a |x|2 .

考察 a→ 0 的极限. 在 S ′ 中, LHS → 1,RHS → δ, 所以由连续性可知

(1.38) 1̂ = δ.

另一方面, (
1

an/2
e−π

a |x|2
)∧

= e−aπ|x|2 ,

取极限得到

(1.39) δ̂ = 1.

定理 1.7. F 是 F 的逆变换, 即对任意 f ∈ S ′(Rn), 有

(1.40) FFf = FFf = f.

证明. 我们只需证明限制在 S 上成立. 对任何 ϕ ∈ S(Rn),

ϕ(y) = 〈δ, τ−yϕ〉 = 〈F1, τ−yϕ〉 = 〈1,F(τ−yϕ)〉 =
〈
1, e2πix·yϕ̂(x)

〉
= F ϕ̂(y) = FFϕ(y).

同理可证 FFϕ = ϕ.

下面的重要定理说明对所有 L2 函数可以定义 Fourier 变换, 而且是等距的.

定理 1.8 (Plancherel 定理). 若 f ∈ S ′(Rn) ∩ L2(Rn), 那么 f̂ ∈ L2(Rn) 而且

(1.41) ‖f‖L2 = ‖f̂‖L2 .

证明. 因为 S(Rn) 在 L2(Rn) 稠密, 所以先对 ϕ ∈ S(Rn) 证明结论.
对任何 ϕ ∈ S,

‖ϕ‖2L2 = 〈ϕ,ϕ〉 =
〈
FFϕ,ϕ

〉
=
〈
Fϕ,Fϕ

〉
=
〈
Fϕ,Fϕ

〉
= ‖Fϕ‖2L2 .

对 L2 函数 f, 存在一列 ϕj ∈ S, ϕj
L2

−→ x, 由上面的论证, ϕ̂j 也是 L2 基本列, 所以 ϕ̂j
L2

−→ g.

又由广义函数 Fourier 变换的定义, 在 S ′ 中有 ϕ̂j
S′

−→ f̂ , 所以 g 决定的广义函数和 f̂ 是同一个, 即
f̂ = g, 进而

‖f‖L2 = ‖f̂‖L2 = lim
j→∞

‖ϕj‖L2 .

推论 1.9 (Parseval 等式). 对任何 f, g ∈ L2(Rn),

(1.42) (f, g) = (f̂ , ĝ).3

3这里的符号 (·, ·) 是 L2 内积,
(f, g) =

∫
fg dx.
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1.5 Sobolev 空间

定义 1.17. 设 Ω ⊂ Rn 是开集, m ≥ 0, 1 ≤ p ≤ ∞. 定义 Sobolev 空间为

(1.43) Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω) : Dαu ∈ Lp(Ω), ∀|α| ∈ m},

其中 Dα 是在 D′ 中定义的广义导数, 此时也称为弱导数. Wm,p(Ω) 上的范数定义为

(1.44) ‖u‖m,p,Ω =

 ∑
|α|≤m

‖Dαu‖pLp(Ω)

 1
p

.

Sobolev 空间是 Banach 空间, 而且在 p = 2 时是 Hilbert 空间. 这由如下定理保证.

定理 1.10. Wm,p 在 ‖ · ‖m,p,Ω 下是完备的.

证明. 设 {uj} 是 Wm,p 范数下的基本列, 则每个导数 {Dαuj} 都是 Lp 基本列. 由 Lp 空间完备性,
存在函数 vα ∈ Lp (|α| ≤ m), 使得 Dαuj → vα, ∀α. 由广义导数的定义, ∀ϕ ∈ D(Ω),

〈vα, ϕ〉 = lim
j→∞

〈Dαuj , ϕ〉 = (−1)|α| lim
j→∞

〈uj ,Dαϕ〉 = (−1)|α| 〈v,Dαϕ〉 .

所以 vα 就是 v = v0 的广义导数且属于 Lp ⇒ v ∈Wm,p, 且显然有 ‖uj − v‖m,p,Ω → 0.

注 1.9. 该定理的证明体现了处理 Sobolev 空间相关问题的一种技巧: 把关于弱导数的命题转换成
等价的用积分形式叙述的命题, 然后利用 D(Ω) 中函数比较 “好” 的性质推出结论.

1.5.1 光滑逼近

下面来刻画 Wm,p 和光滑函数空间的关系. 我们会发现, 前者就是后者在 ‖ · ‖m,p 范数下的闭包.

定理 1.11. D(Rn) 在 Wm,p(Rn) 中 (依 Wm,p 范数) 稠密.

注 1.10. 该定理的正确性由下一个定理保证. 由它还可以推出, S(Rn) 也在 Wm,p(Rn) 中稠密, 因为
它的各阶 Lp 半范数都有限, 且 D(Rn) 在它里面依这些范数稠密.

定义 1.18. 定义 C∞ 函数在 Wm,p 范数下的闭包为

(1.45) Hm,p(Ω) = C∞(Ω) ∩Wm,p(Ω)
‖·‖m,p

.

定理 1.12 (Meyer-Serrin). 对任何 Ω ⊂ Rn, Wm,p(Ω) = Hm,p(Ω).

证明. 根据定义, Hm,p ⊂Wm,p, 要证明 Wm,p ⊂ Hm,p ⊂Wm,p. 只需证 C∞ ∩Wm,p 稠密.
1. 用经典方法构造单位分解. 令

Ok =

{
x ∈ Ω : |x| < k, dist(x, ∂Ω) > 1

k

}
,

为覆盖 Ω 的上升有界开集列, O0 = O−1 = ∅, 则开集列 Gk ≜ Ok+1 \Ok−2 构成了 Ω 的一个开覆盖.
对每个 k, 可以找光滑函数 φk ∈ C∞

0 (Ω) 使得

φk|Ok\Ok−1
= 1, φk|Gc

k
= 0.

对任何 x ∈ Ω, 存在 j 使得 x ∈ Oj \Oj−1, 则由 φk 的定义, φj(x) = 1, 其余的非零值只有 φj+1, φj−1.
因此函数

ζk(x) =
φk(x)∑
j φj(x)
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对所有 x 良定义, 光滑紧支, 而且满足 ∑
k

ζk(x) = 1, ∀x.

这就是单位分解.
2. 用卷积逼近 Wm,p 函数. 若 u ∈Wm,p(Ω) 且 suppu = K ⋐ Ω 紧支, 假设 dist(suppu, ∂Ω) >

2ε. 用单位卷积核 jε 磨光 u 得 jε ∗ u =: uε, 则 uε ∈ C∞
0 (Ω), dist(suppuε, ∂Ω) ≥ ε, 这是因为

Dαuε = Dα

∫
Ω

u(y)jε(x− y) dy

=

∫
Ω

u(y)Dαjε(x− y) dy = (Dαjε) ∗ u

=

∫
Ω

u(y)(−1)|α| Dα
y jε(x− y) dy =

∫
Ω

Dαu(y)jε(x, y) dy = jε ∗ Dαu.

由 Young 不等式, Dαuε ∈ Lp(K). 用连续函数 vα 逼近 Dαu, 可得 ε → 0 时 Dαuε
Lp(K)−→ Dαu, 从而

uε
Wm,p(Ω)−→ u.

3. 对任意函数 u ∈Wm,p, 作单位分解 {ζk}, 则 uζk ∈Wm,p, 4 且 suppuζk ⋐ Ω. 所以

u =
∞∑
k=1

uζk.

这个极限是逐点的 (但不一定是Wm,p的). 给定 δ > 0,对每个 k,找 εk 使得 ‖jεk∗(uζk)−uζk‖m,p,Ω <
δ
2k
, 而且 supp jεk ∗ (uζk) ⊂ Ok+2 \Ok−3, 那么就有∥∥∥∥∥∑

k

jεk ∗ (uζk)− u

∥∥∥∥∥
m,p

=

∥∥∥∥∥∑
k

(jεk ∗ (uζk)− uζk)

∥∥∥∥∥
m,p

≤
∑
k

‖jεk ∗ (uζk)− uζk)‖m,p < δ.

这说明
∑

k jεk ∗ (uζk) ∈ C∞(Ω) ∩Wm,p(Ω). 所以找到了光滑函数逼近 u, 故 C∞ 在 Wm,p 中稠密.
4. 当 Ω = Rn 时, Gk 是固定的厚度不超过 3 的球壳, 所以构造 ζk 的卷积核宽度可全部取为固

定常数, 具体的选法为
φk = j 1

2
∗ χ{k− 3

2<|x|<k+ 1
2}, k ≥ 0,

对任何 k, x ∈ Ok \ Ok−1, 取值非零的函数只有 φk±1, φk, 且显然 φk + φk−1 + φk+1 ≡ 2, 所以单位分

解 ζk 为

ζk =
φk∑
k φk

=
1

2
φk.

从而 ζk 的各阶导数都一致有界, u =
∑

k uζk 的极限不仅是逐点极限还是 Wm,p 中的极限. 所以取
前面构造的级数的有限截断即可得到 D(Rn) 中的逼近函数.

注 1.11. Ω = Rn 时可以构造紧支的光滑逼近函数, 但对于一般的区域不行. 这是因为一般区域内的
u 不能构造出 Wm,p 意义下趋于 u 的有限 (紧支) 截断.

注 1.12. 定理 1.12 的证明体现了处理 Sobolev 空间相关问题的另一种技巧: 转化为 m 阶以内导数

的积分的形式, 先对光滑函数 (全空间为光滑紧支函数或速降函数) 证明, 然后在 Wm,p 范数下取闭

包得到整个空间上都成立.
4这一结论可以通过求导的 Leibniz 法则证明:

Dα
(fg) =

∑
β≤α

(α
β

)
Dβ
f Dα−β

g.
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注 1.13 (Evans). 若 Ω 的边界 C1 (即任意边界点局部存在 C1 的函数 Ψ, 使得 ∂Ω 和坐标重新排序

之后的函数曲面 xn = Ψ(x1, . . . , xn−1) 重合), 定理结论可以加强为 C∞(Ω) 在 Wm,p(Ω) 中稠密.
这个结论的直观解释是, 因为边界光滑, 所以边界处的函数总是可以稍微向外移动一点距离再磨

光 (卷积核宽度不超过平移的距离), 这样得到的逼近函数就能光滑到边界.

我们还可以限制 Sobolev 空间的边值条件.

定义 1.19. 设 Ω ⊂ Rn, 空间 Hm,p
0 (Ω) =Wm,p

0 (Ω) 定义为 C∞
0 (Ω) 在 Wm,p 范数下的闭包, 即

(1.46) Wm,p
0 (Ω) = {u ∈Wm,p(Ω) : ∃ϕn ∈ C∞

0 (Ω), ϕn
Wm,p

−→ u}.

下一节将会证明嵌入定理, 它表明高阶导数的 Lp 正则性可以控制低阶导数更强的 Lp
′
正则性

(p′ > p), 直到连续性, 从而保证上述形式的高阶 Sobolev 空间的低阶导数一定有零边值.

1.5.2 延拓与嵌入定理

给定有界开集 Ω ⊂ Rn, 问: 能否把 Wm,p(Ω) 中的函数延拓到全空间, 使得各阶范数仍然有界,
支集还能被另一个区域 V ⊃ Ω 限制住? 可以将上述问题抽象为一个线性算子, 即 E : Wm,p(Ω) →
Wm,p(Rn), 使得 Eu|Ω = u, ∀u.

定义 1.20. 称区域 Ω 可扩张, 如果对任何 m ∈ N, 对任何开集 V ⋑ Ω, 存在连续线性算子 E :

Wm,p(Ω) →Wm,p(Rn), 且使得

(1.47)

Eu|Ω ≡ u,

suppEu ⊂ V,
∀u ∈Wm,p(Ω).

可扩张区域在 L.C. Evans 的经典教材 Partial Differential Equations 中有详细的描述和证明.

例 1.13. 半空间 Rn+ = {x ∈ Rn : xn > 0} 是可扩张区域.
固定 m ∈ N. 对任意光滑函数 u ∈ C∞(Rn+) ∩Wm,p(Rn+), 定义

(1.48) ū(x) =

u(x), xn ≥ 0,∑m+1
j=1 λju(x1, . . . , xn−1,−jxn), xn < 0.

显然, 只要 ū 关于 xn 的 m 阶偏导数在 xn = 0 处连续, 那么它的所有 m 阶偏导数都在全空间连续.
这需要通过选取参数 λj 决定. 这需要解方程组

(1.49) 1 =
m+1∑
j=1

λj(−j)k, k = 0, 1, . . . ,m.

它的系数矩阵行列式是 Vandermonde 行列式, 一定有解.
另一方面, ū ∈ Cm(Rn) ∩Wm,p(Rn), 且 ‖ū‖m,p,Rn ≤ C‖u‖m,p,Rn

+
, 所以 u 可以延拓为 Emu = ū,

且 Em 是有界线性算子. 由 C∞(Rn+) 的稠密性 (见注) 即得 Wm,p(Rn+) 上的延拓算子.
因为任意 m, p 都可以连续延拓, 所以 Rn+ 可扩张.

定理 1.13 (Sobolev 嵌入定理 – Hm 情形). 设 Ω ⊂ Rn 可扩张, m > n
2
, 那么 Hm(Ω) ↪→ C(Ω).

证明. 因为可扩张, 所以存在连续延拓算子 Em : Hm(Ω) → Hm(Rn). 只要证明 Emu ∈ C0(Rn), 限
制在 Ω 上就能得到结论. 所以只需证 Ω = Rn 的情形.
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任取 u ∈ S(Rn), 由 Fourier 逆变换公式,

sup
x

|u(x)| ≤
∫

|û(ξ)| dξ =
∫
(1 + |ξ|2)m/2|û(ξ)|(1 + |ξ|2)−m/2 dξ

≤
[∫

(1 + |ξ|2)m|û(ξ)|2 dξ
] 1

2
[∫

(1 + |ξ|2)−m dξ
] 1

2

≤ C0(m,n)

∫ ∑
|α|≤m

1

(m− |α|)!

(
m

α

)
|ξα||û(ξ)|2 dξ

 1
2

≤ C1(m,n)

 ∑
|α|≤m

∫
|F(Dαu)|2 dξ

 1
2

= C1(m,n)

 ∑
|α|≤m

‖Dαu‖2L2 dξ

 1
2

= C1(m,n)‖u‖Hm .

在 Hm 范数下取闭包, 则不等式左边 L∞ 范数也收敛, 而 S(Rn) 都是有界连续函数且在无穷远处极
限为零, 所以对任何 u ∈ Hm(Ω), 都成立 u ∈ C0(Rn). 5

上述定理是更加一般的 Sobolev 嵌入定理的一个特例. 有些嵌入关系还是紧的, 比如下述定理.

定理 1.14 (Rellich). 设 Ω 有界可扩张, 则 H1(Ω) 的单位球在 L2(Ω) 中列紧.

证明. 取一列 um ∈ H1(Ω), ‖um‖H1(Ω) ≤ 1. 将它们延拓到 Rn 上, 且支集包含在有界开集 V 中. 这
可以通过延拓算子乘以一个光滑的有界截断函数做到.
对延拓后的函数应用 Fourier 变换, 由 Plancherel 定理,

‖um − up‖2L2 = ‖ûm − ûp‖2L2 =

(∫
|ξ|≤R

+

∫
|ξ|>R

)
|ûm − ûp|2 dξ.

因为 um ∈ H1(Rn), ξiûm ∈ L2(Rn), 所以∫
|ξ|>R

|ûm − ûp|2 dξ ≤ 1

R2

∫
|ξ|>R

|x|2|ûm − ûp|2 dξ = 1

R2

n∑
i=1

∫
|ξ|>R

|ξiûm − ξiûp|2 dξ.

因为 ‖ξiû‖L2 = 1
2π
‖∂xi

‖L2 , 一致有界, 所以 R→ ∞ 时, 上面一项趋于零, ∀m, p 一致.
因为 um 是 L2 中一致有界函数列, 所以由 Eberlein-Šmulian 定理, 存在弱收敛子列, 不妨仍记

为 {um}⇀ u ∈ L2. 由此, 对任何 ξ ∈ Rn, m→ ∞ 时

ûm(ξ) =

∫
V

e−2πiξ·xum(x) dx→
∫
V

e−2πiξ·xu(x) dx = û(ξ).

um 紧支还可以推出 û(ξ) 关于 ξ 等度连续,

∂ξi û(ξ) =

∫
V

−2πixie−2πiξ·xu(x) dx.

由 Arzelà-Ascoli 引理, ûm(ξ) 在有界闭集 {|ξ| ≤ R} 上一致收敛, 故对固定的 R,∫
|ξ|≤R

|ûm(ξ)− ûp(ξ)|2dξ → 0, m, p→ ∞.

5严格来说, Sobolev 空间中的函数及其导数可以在任何零测集上的改变取值而性质不变, 所以这个结论实际上是说存在一个和 u 几乎处

处相等的版本是有界连续函数.
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对任意 ε, 先选择 R 使得
∫
|ξ|>R · · · < ε

2
, ∀m, p, 再取 N 充分大使 m, p > N 时

∫
|ξ|≤R · · · < ε

2
, 就

有 ∫
Rn

|ûm(ξ)− ûp(ξ)|2dξ < ε, ∀m, p > N.

所以 {ûm} L2 收敛, 再用一次 Plancherel 定理得到 {um} L2 收敛, 得证.

注 1.14. H1
0 中也有类似结论, 此时只需零延拓即可, 因为延拓算子就是恒等算子.

1.5.3 Hm
0 上的线性泛函

Hm(Ω) 是 Hilbert 空间, 有范数诱导的内积

(1.50) (u, v)Hm(Ω) =
∑

|α|≤m

∫
Ω

DαuDαv dx.

根据 Riesz 表示定理, 任何一个连续线性泛函 f 一定可以写成与某个固定向量 v 的内积. 它限制在
Hm

0 (Ω) 上等于

(1.51) 〈f, u〉 =
∑

|α|≤m

∫
Ω

DαuDαv dx =
∑

|α|≤m

(−1)|α| 〈Dα(Dαv), u〉 .

所以在广义函数意义下

(1.52) f =
∑

|α|≤m

(−1)|α| Dα(Dαv),

是若干 L2 函数的不超过 m阶广义导数的和. 这样的函数构成 D′(Ω)的一个子空间, 记为 H−m(Ω).
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Chapter 2

无界算子

本章中的 Banach 空间用符号 X ,Y 表示, Hilbert 空间用 H 表示. 默认所用的数域是 C.

2.1 闭算子

本节默认空间是 Banach 空间.

2.1.1 闭算子与算子闭化

定义 2.1. 设 D(T ) ⊂ X 是一个子空间, 称为定义域. T : D(T ) → Y 是一个线性算子. 称 T 是闭

算子, 如果 T 的图像

(2.1) Γ(T ) = {(x, y) ∈ X × Y : x ∈ D(T ), y = Tx}

是乘积空间 X × Y (及其自然定义的范数 ‖(x, y)‖ = ‖x‖X + ‖y‖Y 下1) 的闭集.

注 2.1. 上述定义显然等价于通用的闭算子定义, 亦即对任何一列 {xn} ⊂ D(T ),

(2.2)

xn → x,

Axn → y,
⇒

x ∈ D(T ),

Ax = y.

把闭算子 T 的问题转化成 Banach 空间 X ×Y 的闭子空间 Γ(T ) 的问题可以在很大程度上简化问

题.

注 2.2. 直观认识: 闭算子不一定有界, 但是可能在有些 “方向” 上 x 能限制住 Ax, 有些则是 Ax 能

限制住 x, 总的效果就是 (x,Ax) 构成的点集是闭的.

注 2.3. 由 Banach 空间上的闭图像定理易知, 若闭算子的定义域 D(T ) = X , 则它必定是有界算子.
反之, 若闭算子有界, 则它定义域必定是全空间.

注 2.4. 若 A : D(T ) ⊂ X → X 是闭的, 那么对任意常数 λ ∈ C, λI −A 也是闭的.

下面来研究什么时候一般的算子可以转化成闭算子.

定义 2.2. 设 T1, T2 是线性算子, 若 Γ(T1) ⊂ Γ(T2), 称 T2 是 T1 的扩张, 记为 T1 ⊂ T2.
1若空间是 Hilbert 空间, 自然定义的范数应为内积诱导的范数, 即 ‖(x, y)‖ =

√
‖x‖2

X + ‖y‖2
Y

17
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定义 2.3. 若存在算子 T 的扩张 S 使得 Γ(S) = Γ(T ), 则称 T 是可闭化的, 称 S 是 T 的闭包, 记为
S = T .

注 2.5. 算子的扩张、可闭性可全部归结为图像的性质:

T1 ⊂ T2 ⇔ Γ(T1) ⊂ Γ(T2),

Γ(T ) = Γ(T ).

注 2.6. Γ(T ) 和 D(T ) 一一对应, 将前者的自然范数映射到 D(T ) 上, 得到图范数

(2.3) ‖x‖T = ‖x‖+ ‖Tx‖.

(Hilbert 空间中为 ‖x‖T =
√

‖x‖2 + ‖Tx‖2.) 得到一个新的赋范空间 (D(T ), ‖ · ‖T ). 显然算子是闭
的当且仅当 (Γ(T ), ‖ · ‖) 闭, 当且仅当 (D(T ), ‖ · ‖T ) 完备. 此时 T 可看作 (D(T ), ‖ · ‖T ) → Y 的有

界线性算子.

算子 T 可闭当且仅当它的图像的闭包也是图像, 也就是一个自变量只对应一个点. 所以有如下
结论.

定理 2.1. 线性算子 T : D(T ) → Y 可闭当且仅当对任何 {xn} ⊂ D(T ), xn → 0, Txn → y, 都有
y → 0.

证明. 假设可闭, 那么对任何条件中的序列, y = T (0) = 0.

假设条件成立, 那么可以对 Γ(T ) 中的每一个元素 (x, y) 定义 Sx = y. 该定义是良性的, 因为不
可能出现形如 (x, y1), (x, y2) (y1 6= y2) 的两个点. S 显然是 T 的延拓, 且 Γ(S) = Γ(T ), 故它就是 T

的闭包, T 可闭.

闭算子还有以下简单的基本性质.

命题 2.2. 设 T 是闭算子.

1. 若 T : D(T ) → R(T ) 是一一的, 那么 T−1 也是闭算子.

2. 核空间 N (T ) = {x ∈ D(T ) : Tx = 0} 是 X 的闭子空间.

3. 若 T 可闭, S 闭, T ⊂ S, 则 T ⊂ S.

注 2.7. 上面的性质 1、3 可以很方便地用图像 Γ(T ) 来刻画.

实际上我们感兴趣的算子往往具有稠密的定义域, 例如光滑函数之于 Lp 空间和 Sobolev 空间.

定义 2.4. 若 X = D(T ), 称 T 是稠定的.

注 2.8. 若 T 不是稠定的, 令 X ′ = D(T ) ⊂ X , 则 T 是 X ′ → Y 的稠定闭算子.

例 2.1. 本例中 Banach 空间为 X = L2(Rn).
(1) Laplace 算子. T0 = −4,D(T0) = C∞

0 (Rn).
若它是闭算子, 则必须满足 um → u,−4um → f 时 u ∈ C∞

0 且 −4u = f , 这是不可能的, 因为
对任何 H2 函数都可以找到这样一列 {um}. 所以 T0 并不闭.

(2) 仍然是 Laplace 算子. T1 = −4,D(T1) = H2(Rn). 我们可以证明 T1 是闭的.
设 un → u,−4un → f, 则在广义导数意义下 f = −4u, 但这尚不足以说明 u ∈ H2, 因为还未

证明所有 1 阶、2 阶弱导数都存在且 L2.
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我们用 Fourier 变换来说明. (这是对付 L2 上微分算子的套路!)

u ∈ L2, −4u ∈ L2,

⇒ û ∈ L2, |ξ|2û ∈ L2,

⇒ p(ξ)û ∈ L2, ∀p, deg p ≤ 2,

⇒ Dαu ∈ L2, ∀|α| ≤ 2.

所以 u ∈ H2, f = −4u = T1u, T1 闭.
(3) T1 就是 T0 的闭包, 所以 T0 是可闭的算子. 这是因为对任何 u ∈ H2(Rn), 存在一列 ϕj ∈

D(Ω), ϕj
H2

−→ u, 由此推出

(ϕj ,−4ϕj) → (u,−4u),⇒ T1 ⊂ T0.

显然又有 T0 ⊂ T1, 所以必有 T1 = T0.

注 2.9. 可以证明, 把 L2 换成 Lp 也是对的, 但难度会有本质提升.

2.1.2 共轭算子

仿照有界算子, 可以定义无界算子的共轭.

定义 2.5. 设 T : D(T ) ⊂ X → Y 稠定, 定义

(2.4) D(T ∗) = {y∗ ∈ Y ∗ : ∃x∗ ∈ X ∗, 〈y∗, Tx〉 = 〈x∗, x〉 , ∀x ∈ D(T )} .

并且对定义域中的 y∗, 将 T 的共轭算子的值 T ∗y∗ 定义为上述表达式中的 x∗. 该算子满足

(2.5) 〈y∗, Tx〉 = 〈T ∗y∗, x〉 , ∀x ∈ D(T ), y∗ ∈ D(T ∗).

注 2.10. T 首先必须是稠定算子才能定义其共轭. 因为 D(T ) 稠, 所以 T ∗y∗ 是唯一确定的, ∀y∗ ∈
D(T ∗); 反之亦然.

注 2.11. 当 X = Y = H 是 Hilbert 空间时, 由 Riesz 表示定理, H ∗ 等同于 H , 2 则 T 的共轭

算子也在 H 上定义, 定义域为

(2.6) D(T ∗) = {y ∈ H : ∃M > 0, (y, Tx) ≤M‖x‖, ∀x ∈ D(T )}.

例 2.2. T0 = −4,D(T0) = C∞
0 ,X = Y = H = L2 为 Hilbert 空间. 求它的共轭算子

由定义,
u ∈ D(T ∗

0 ) ⇔ (u,−4ϕ) ≤M‖ϕ‖L2 ⇔ (−4u, ϕ) ≤M‖ϕ‖L2 ,

所以广义导数 4u ∈ L2, 且 T ∗
0 u = −4u. 用例 2.1 中类似的推导可得 u ∈ H2, 所以 T ∗

0 ⊂ T1. 另一方

面, D(T1) 中的函数显然都满足条件, 所以 T ∗
0 = T1.

由 T0 = T1, u ∈ D(T ∗
0 ) ⇔ u ∈ D(T ∗

1 ), 所以 T1 = T ∗
1 , 是自身的共轭.

下面考虑用算子 T 来精确地刻画 T ∗. 下面的引理用图像的语言来精确地说明了 Γ(T ∗) 和 Γ(T )

的关系.
2这是一个共轭保距线性同构. 记作 J : H → H ∗, 那么任何线性算子 A ∈ L (H ∗) 都拉回到 H 上的线性变换 AJ = J−1AJ . 映

射 A 7→ AJ 是共轭线性的.
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引理 2.3. 定义 “旋转变换”

(2.7) V :

X × Y → Y × X ,

(x, y) 7→ (−y, x).

那么有结论

(2.8) Γ(T ∗) = ⊥[V Γ(T )],

其中对于 Banach 空间的子空间 M ⊂ X , 符号 ⊥ 的含义为 ⊥M = {f ∈ X ∗ : f |M ≡ 0}.

证明. 由定义, T ∗ 的图像 Γ(T ∗) 中元素的第一个分量为所有使得 y∗ ◦ T 有界的泛函 y∗, 第二个分量
则为这个泛函的值, 所以它实际上恰好是所有满足

〈y∗, Tx〉 = 〈x∗, x〉 , ∀x ∈ D(T )

的二元组 (y∗, x∗) 的集合.
直接验证定理结论即可.

(y∗, x∗) ∈ Γ(T ∗) ⇔ −〈y∗, Tx〉+ 〈x∗, x〉 = 0, ∀x ∈ D(T ),

⇔ 〈(y∗, x∗), (−Tx, x)〉 = 0, ∀(x, Tx) ∈ Γ(T ),

⇔ (y∗, x∗) ∈ ⊥{(−Tx, x) : (x, Tx) ∈ Γ(T )}.

最后的式子就是 ⊥[V Γ(T )] 的定义.

引理 2.3 有一个直接的推论.

推论 2.4. 若 T 稠定, 那么 T ∗ 是闭算子. 若 T1 ⊂ T2, 那么 T ∗
2 ⊂ T ∗

1 .

证明. 我们用图像来说明.
因为 Banach 空间的任何子空间 M 的正交集 ⊥M ⊂ X ∗ 都是闭的, 所以 Γ(T ∗) = ⊥[V Γ(T )] 是

闭集, 即 T ∗ 是闭算子.

T1 ⊂ T2 ⇔ Γ(T1) ⊂ Γ(T2) ⇔ V Γ(T1) ⊂ V Γ(T2),

⇒ ⊥V Γ(T1) ⊃ ⊥V Γ(T2) ⇔ Γ(T ∗
1 ) ⊃ Γ(T ∗

2 ) ⇔ T ∗
1 ⊃ T ∗

2 .

在 Hilbert 空间上, T 与 T ∗ 的关系可以更加精确地刻画.

定理 2.5. 设 H 是 Hilbert 空间, T : D(T ) ⊂ H → H 稠定, T ∗ 可视作 H 上的闭算子. 则 T 可

闭当且仅当 T ∗ 稠定. 且此时成立

(2.9) T = T ∗∗ := (T ∗)∗.

证明. (1) 充分性. 若 T ∗ 稠定, 存在 T ∗∗, 下证 T = T ∗∗, 则定理的第二部分也成立. 这也就是要证
Γ(T ) = Γ(T ∗∗).

由引理 2.3, Γ(T ∗) = ⊥[V Γ(T )]. 在这里 X = Y = H , 则正交集 ⊥M 就是在 Hilbert 空间中
取正交补 M⊥, 且 V 是保距变换 (相当于欧氏空间中旋转 90 度), 满足 (VM)⊥ = V (M⊥) 可交换,

V 2 = −

[
I 0

0 I

]
. 所以

Γ(T ∗∗) = [V Γ(T ∗)]⊥ = [V (V Γ(T ))⊥]⊥ = [V 2Γ(T )]⊥⊥

= (−Γ(T ))⊥⊥ = Γ(T ).
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最后一步用到了 Hilbert 空间子空间的性质: M⊥⊥ =M.

(2) 必要性. 若 T 可闭, 则由引理 2.3 显然有 T ∗ = T
∗
, 故我们不妨设 T = T 就是闭算子. 假设

T ∗ 不稠定, 那么存在 z 6= 0, z ∈ D(T )⊥, 所以有那么

0 = (y, z) = (y, z) + (T ∗y, 0), ∀y ∈ D(T ∗),

即 (z, 0) ∈ Γ(T ∗)⊥. 但由于 Γ(T ) 是闭子空间, V Γ(T ) = Γ(T ∗)⊥, 必有

(z, 0) ∈ V Γ(T ) ⇒ (0,−z) ∈ Γ(T ),

矛盾!

注 2.12. 定理 2.5 在一般的 Banach 空间上不一定成立, 除非假设 Y 自反. 此时的算子闭包为

T = J−1
Y T ∗∗JX ,

其中 JX , JY 分别是 X ,Y 嵌入 X ∗∗,Y ∗∗ 的自然映射.

2.1.3 对称算子和自伴算子

定义 2.6. H 是 Hilbert 空间, T 是稠定算子.

1. 若 T ⊂ T ∗, 称 T 对称. 该定义等价于

(2.10) (Tx, y) = (x, Ty), ∀x, y ∈ D(T ).

2. 若 T = T ∗, 称 T 自伴.

3. 若 T 可闭且 T = T ∗, 称 T 本质自伴.

注 2.13. 对于有界算子而言, 对称和自伴是相同的概念, 因为 D(T ) = D(T ∗) = H , 对于无界算子,
除了对称性条件 (2.10) 之外, 还要求 D(T ) = D(T ∗).

注 2.14. 由定义可见, 对于对称算子而言, T ∗ 总是 T 的一个闭扩张, 稠定. 由定理 2.5, T 总是可闭
的.

关于对称和自伴性, 有以下简单的性质.

命题 2.6. 1. 若 T 自伴, S 对称, T ⊂ S, 则 T = S. 换而言之, 自伴算子是自身的极大对称扩张.

2. 若 T 自伴, 则对任意 λ ∈ R, T + λI 自伴.

3. 若 T 自伴且可逆, 则 T−1 也自伴.

证明. (1) (2) 是显然的. 我们来证明 (3).
首先说明 T−1 稠定. 假设不然, 存在 w 6= 0, w ∈ R(T )⊥, 则由共轭算子定义, w ∈ D(T ∗), T ∗w =

0. 因为 T 自伴, 所以 Tw = T ∗w = 0, 与 T 可逆矛盾.
T−1 对称性显然. 我们用图像说明自伴性, 只要证 Γ((T−1)∗) = Γ((T ∗)−1). 算子 V 按照 (2.7)

定义, 再定义交换分量的算子

(2.11) W :

H 2 → H 2,

(x, y) 7→ (y, x).
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则 W 也是保距变换, 与正交补可交换, 且满足

WV = −VW =

[
I 0

0 −I

]
.

由此可知

Γ(T−1) =WΓ(T ),

⇒ Γ((T−1)∗) = (V Γ(T−1))⊥

= [VWΓ(T )]⊥ = [−WV Γ(T )]⊥ = −W [V Γ(T ∗)]⊥

= −WΓ(T ∗) = Γ((T ∗)−1) = Γ(T−1).

例 2.3. T0 = −4,D(T0) = C∞
0 (Rn),H = L2(Rn), 则 T0 是对称算子, 但并不自伴 (甚至不是闭算

子).
但由例 2.2 我们知道, T1 = −4,D(T1) = H2(Rn) 满足 T1 = T ∗

1 , 所以 T1 是自伴算子.

例 2.4. 光滑边界区域上的常系数椭圆微分算子.
Ω ⊂ Rn,H = L2(Ω), 边界光滑. 定义微分算子

Pm = pm(D) =
∑

|α|=2m

aα Dα,

其中 Dα = ∂α1
x1
. . . ∂αn

xn
, pm(x) 是椭圆多项式, 满足

a|z|2m ≤ p(z) ≤ A|z|2m, ∀z ∈ Rn.

定义域 D(Pm) = C∞
0 (Ω).

(i) Pm 稠定对称, 不是闭算子, 但可闭, 且 D(Pm) = Hm
0 (Ω). 证明方式与例 (2.1) 类似, 但需要

用到 Ω 可扩张的条件, 转化为 L2(Rn) 中的形式然后用 Fourier 变换处理.
(ii) P ∗

m 6= Pm. 对任何 u ∈ Hm(Ω), 弱导数的定义表明

(v, u)L2 =
∑

|α|=2m

∫
Ω

Dαvu dx =
∑

|α|=2m

∫
Ω

vDαu dx, ∀v ∈ C∞
0 (Ω),

对 v 取 Hm 闭包后也成立, 故 u ∈ D(P ∗
m), Pm = pm(D). 因此 Pm ⊊ P ∗

m, 不是自伴算子.

注 2.15. 上例表明, 微分算子的自伴与否受到所在函数空间的边界条件影响. 在一般的 L2 空间中,
pm(D) 就不是自伴的; 但如果将底空间 H 取为 H0

m(Ω)
L2

, 那么 Pm 就是自伴的, 因为 D(P ∗
m) 多了

零边值的约束.

2.2 自伴扩张

本节讨论这样一个问题: 何时一个对称算子可以扩张为一个自伴算子? (我们已经知道这个扩
张是唯一的, 见命题 2.6). 因为对称性和自伴性只在 Hilbert 空间上有效, 所以我们默认 H 表示

Hilbert 空间.

2.2.1 共轭双线性形式的延拓

我们通过 Lax-Milgram 引理来引入自伴扩张问题.
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定理 2.7 (Lax-Milgram 引理). V 是 Hilbert 空间, a : V × V → C 共轭双线性形式, 存在常数
M,α > 0 满足

1. (连续性) a(u, v) ≤M‖u‖V ‖v‖V , ∀u, v ∈ V ;

2. (强制性 / 正定性) |a(u, u)| ≥ α‖u‖2V , ∀u ∈ V.

则存在唯一可逆算子 A ∈ L (V ), 使得

(2.12) (Au, v)V = a(u, v), ∀u, v ∈ V,

且 ‖A‖ ≤M, ‖A−1‖ ≤ α−1.

上述定理中的 V 是我们感兴趣的空间 H 的一个子空间, 具有比 H 更强的范数 (例如 V =

H1,H = L2), 所以 a(u, v) 可以写成 V 上的内积, 但不一定能写成 H 上的内积. 但对于有些
u ∈ V , a(u, v) 关于 v 的 H -范数可能是有界的, 进而仿照 Lax-Milgram 引理得到一个 H 上的无

界算子.

定理 2.8. 假设 V ⊂ H , 范数 ‖ · ‖V ≥ ‖ · ‖H , 且 H 的范数下 V 在 H 中稠. 在 V 上有满足 V -有
界性和强制性的共轭双线性形 a(u, v).

那么, H 上存在唯一的闭算子 S, D(S) ⊂ V , 满足

(2.13) (Su, v)H = a(u, v), ∀u ∈ D(S), v ∈ V,

满足性质:

1. S 是 D(S) 到 H 的双射;

2. S−1 ∈ L (H ) 是有界算子;

3. D(S) 在 H , V 中依各自的范数都稠密的.

证明. 1. S 存在. 令

(2.14) D(S) = {u ∈ V : ∃C(u) > 0, |a(u, v)| ≤ C(u)‖v‖H , ∀v ∈ V ·},

对任何 u ∈ D(S), 因为 V 的 H -稠密性, 由 Riesz 表示定理, 存在唯一的 Su 使得 (2.13) 成立. 显
然映射 u 7→ Su 是线性的, 且对任意 u ∈ D(S), a(u, ·) 是 V ⊂ H 上的一个 H -有界共轭线性泛函.
下面来逐一证明 S 的性质.

2. S 是单射. 对任何 u ∈ D(S) \ {0},

|(Su, u)H | = |a(u, u)| ≥ α‖u‖2V > 0 ⇒ Su 6= 0.

同时, 利用 ‖u‖V ≥ ‖u‖H 推出 ‖Su‖H ≥ α‖u‖H . 所以在 R(S) 上 S−1 有界.
3. S 是满射. 对任何 x ∈ H ,

|(x, v)H | ≤ ‖x‖H ‖v‖H ≤ ‖x‖H ‖v‖V ,

所以 (x, ·) 是定义在 V 上的 V -有界共轭线性泛函. 由 Lax-Milgram 引理, 存在唯一 ux ∈ V, 使得

a(ux, v) = (x, v)H , ∀v ∈ V.

由 D(S) 的定义, ux ∈ D(S) 且 Su = x.
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4. S−1 有界. 由单性的证明可知 ‖S−1x‖H ≤ α−1‖x‖H , ∀x ∈ R(S), 而又有 R(S) = H , 所以
S−1 ∈ L (H ). 这一性质保证了 S 是闭算子.

5. S 在 H , V 中稠定. 假设 D(S) 在 H 中不是稠的, 则存在 h ⊥H D(S), h 6= 0. 此即

(h, u)H = 0, ∀u ∈ D(S).

令 v = S−1h, 由此推出
0 = (h, v)H = (Sv, v)H = a(v, v),

与强制性矛盾!
假设 D(S) 在 V 中不是稠的, 则存在 v ⊥V D(S), v 6= 0, 此即

(u, v)V = 0, ∀u ∈ D(S).

在 V 上对 a(·, ·) 用 Lax-Milgram 定理得到 V -可逆算子 A 满足 (Au, v)V = a(u, v), 那么 A∗ 也是

V -可逆算子且 A−∗ := (A∗)−1 = (A−1)∗, 所以

0 = (Au,A−∗v)V = a(u,A−∗v) = (Su,A−∗v)H , ∀u ∈ D(S).

由于 R(S) = H , 上述结果表明 A−∗v = 0, 与 v 6= 0 矛盾.
6. S 唯一. 假设还有另一个闭算子 S1 : D(S1) ⊂ V → H 满足条件, 则上述证明对 S1 也适用,

所以对任何 u ∈ D(S1), 存在 u1 ∈ D(S),

S1u = Su1.

所以

a(u, v) = (S1u, v)H = (Su1, v)H = a(u1, v), ∀v ∈ V.

这说明 u = u1. 由此可得 S1 ⊂ S. 而由两者的对称性易知 S = S1.

当 a 是对称正定共轭双线性形时, 能推出更强的结论.

定理 2.9. 算子 S : D(S) → H 如定理 2.8 所定义. 若 a(·, ·) 还满足对称共轭双线性性,

(2.15) a(u, v) = a(v, u), ∀u, v ∈ V,

那么 S 是 H 上的自伴算子.

证明. 首先, 根据 a 的对称共轭性表明, (2.13) 两边取共轭得到

(v, Su)H = a(v, u), ∀v ∈ V, u ∈ D(S).

1. S 对称. 对任何 u, v ∈ D(S),

(u, Sv)H = a(u, v) = (Su, v)H .

2. D(S) = D(S∗). 若 v ∈ D(S∗), 那么因为 S 是满的, 所以存在 v0 ∈ D(S), 使得 Sv0 = S∗v ∈
H , 此即对任何 u ∈ D(S),

a(u, v) = (Su, v)H = (u, S∗v)H = (u, Sv0)H = a(u, v0), ∀u ∈ D(S).

令 u = v − v0, 移项可得 a(v − v0, v − v0) = 0 ⇒ v = v0, 故 v = v0 ∈ D(S). 所以 S = S∗, 自伴.
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注 2.16. 在上述定理中, 我们一共得到了三个相互嵌套的空间: D(S) ↪→ V ↪→ H , 它们的范数依次

减弱.
一个具体的例子是

(2.16)


S = −4+ I,

D(S) = H2(Rn), V = H1(Rn),H = L2(Rn),

a(u, v) = (∇u,∇v)L2 + (u, v)L2 .

可以看出, a(u, v) 对 H1 函数都有定义, 而且是 H1-有界的; 但只有在 u ∈ H2 时才能保证 a(u, v) 关

于 v 的 L2 范数有界, 从而可以定义算子 S.
这个例子也说明, 子空间 V 往往是通过一个无界对称算子所定义的双线性形 (Tx, x)H 来构造

的, 见下一小节.

2.2.2 Friedrichs 扩张

下面我们可以把上一小节的正定共轭对称双线性形的延拓推广到一类更广泛的共轭对称双线性

形, 并且证明一个自伴扩张的存在性 (唯一性由命题 2.6 保证).

定义 2.7. 设 T0 是 H 上对称算子, 称 T0 下半有界, 如果存在 C > 0, 使得

(2.17) (T0u, u) ≥ −C‖u‖2, ∀u ∈ D(T0).

定理 2.10 (Friedrichs 扩张). 若 T0 是 H 上的下半有界对称算子, 那么存在它的自伴扩张, 称为
Friedrichs 扩张.

证明. 根据下半有界性, 不妨设 (T0u, u) ≥ ‖u‖2, 否则考虑算子 T0 + λI (λ 充分大).
1. 定义双线性形 a(u, v) = (T0u, v), u, v ∈ D(T0), 那么根据假设, a(u, v) 是一个内积, 定义 V 为

D(T0) 在该内积诱导的范数下的闭包, 其内积记作 (u, v)V .

V = {u ∈ H : ∃{un} ⊂ D(T0), a(un − u, un − u) → 0 (n→ ∞)} .

因为 T0 已经稠定, 所以 V 在 H 中稠. 由此我们得到了定理 2.8 类似的场景.
2. 按照定理 2.8 的思路定义算子 S, 则它是自伴算子, 而且满足:

(a) S 是 D(S) → H 的一一映射;

(b) S−1 有界;

(c) D(S) 在 H , V 中依各自的范数都稠密.

对 T0 的对称性条件 (2.10) 依 ‖ · ‖V 取闭包可得

a(u, v) = (T0u, v), ∀u ∈ D(T0), v ∈ V,

这说明 D(T0) ⊂ D(S), 且 Su = T0u. 所以 S 确实是 T0 的扩张.

注 2.17. 当 T0 是正自伴算子时, 我们可以形式地将共轭双线性形 (u, T0u) 写作 (
√
T0u,

√
T0u), 从

而闭化的子空间 V 可视作平方根算子
√
T0 在图范数 (2.18) 下闭化的空间. 我们将它记作 D(

√
T0).



26 CHAPTER 2. 无界算子

例 2.5. 光滑边界有界区域 Ω 上的 Laplace 算子 (Dirichlet 边值). H = L2(Ω), T = −4,D(T ) =

C∞
0 (Ω). 根据例 2.4, T 并不是自伴算子, 因为 T ∗ 没有边值条件.
T 是对称的, 因为 ∀u, v ∈ C∞

0 (Ω),∫
Ω

u4v dx =

∫
Ω

v4u dx.

我们进行 Friedrichs 扩张. 定义共轭双线性形

a(u, v) = (−4u, v)L2(Ω).

根据 Poincaré 不等式,

a(u, u) =

∫
Ω

|∇u|2 ≥ C‖u‖2H1(Ω), ∀u ∈ C∞
0 (Ω).

所以 a(u, v) 诱导的范数和 H1(Ω) 范数等价, 在 C∞
0 取闭包得到空间 V = H1

0 (Ω). 依照定理 2.8 的
思路, 可以定义算子 S : D(S) → L2(Ω) 为 T0 的自伴扩张.
下面确定 D(S). 根据定义, u ∈ D(S) 当且仅当

a(u, v) =

∫
Ω

∇u · ∇v ≤M‖v‖L2 , ∀v ∈ H1
0 (Ω).

由 C∞
0 在 H1

0 和 L2 中的稠密性, 只需证明对 v ∈ C∞
0 成立. 用广义导数得到

〈−4u, v〉 ≤M‖v‖L2 ⇒ −4u ∈ L2.

因为边界光滑, Ω 可扩张, 由此我们得到

−4Eu ∈ L2(Rn) ⇒ Eu ∈ H2(Rn) ⇒ u ∈ H2(Ω).

所以 D(S) ⊂ H1
0 (Ω) ∩H2(Ω). 反向包含显然成立, 故 D(S) = H1

0 (Ω) ∩H2(Ω).
空间 D(S) 相当于 Dirichlet 边值问题−4u = f,

u|∂Ω = 0,

的解空间.

2.3 Cayley 变换

2.3.1 本质自伴算子的条件

Hilbert 空间上的算子 A : D(A) → H 可以用它的图像 Γ(A) 来刻画, 图像上自然地具有 H ×
H 的内积. 将 Γ(A) 等同于 D(A), 则 D(A) 可看作定义了一个更强的内积的空间.

(2.18) (x, y)A = (x, y) + (Ax,Ay), x, y ∈ D(A).

这个内积诱导出诱导出类似于 (2.3) 的图范数, 记为 ‖ · ‖A, 满足

(2.19) ‖x‖2A = ‖x‖2 + ‖Ax‖2.

A 是闭算子当且仅当 Γ(A) 在 ‖ · ‖ 下闭, 当且仅当 (D(A), ‖ · ‖A) 是 Hilbert 空间.
对 Hilbert 空间 H 上的对称算子 A, 考察 A± iI, 则利用对称性易得

(2.20) ‖(A+ iI)x‖2 = ‖(A− iI)x‖2 = ‖Ax‖2 + ‖x‖2.

这说明 A± iI 是一一对应, 所以我们可以用 R(A± iI) 来刻画 Γ(A) 的性质.
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命题 2.11. 设 A 是对称算子, 那么

1. N (A± iI) = 0;

2. 若 A 闭, 则 R(A± iI) 闭;

3. N (A∗ ∓ iI) = R(A± iI)⊥.

证明. 1. ‖(A± iI)x‖ = 0 ⇔ ‖Ax‖ = ‖x‖ = 0.

2. 由 (2.20), 赋范空间 (R(A± iI), ‖ · ‖) 和 (D(A), ‖ · ‖A) 等距同构, 所以前者是完备的当且仅
当后者也是完备的.

3. 若 y ∈ N (A∗ ∓ iI), 则对任何 x ∈ D(A),

0 = (x, (A∗ ∓ iI)y) = (x,A∗y)± i(x, y) = ((A± iI)x, y),

所以 y ∈ R(A± iI)⊥. 若 y ∈ R(A± iI)⊥, 则对任何 x ∈ D(A),

(Ax, y) = ∓i(x, y) ⇒

y ∈ D(A∗)

A∗y = ±iy
⇒ y ∈ N (A∗ ∓ iI).

注 2.18. 上述定理中的 i 可用任意虚数 z = λ± µi, (µ 6= 0) 来替代, 则 (2.20) 对应变为

(2.21) ‖(A+ zI)x‖2 = ‖(A+ zI)x‖2 = ‖(A+ λI)x‖2 + ‖µx‖2,

用 µ−1(A+ λ) 代替 A 讨论, 命题 2.11 仍成立.

下面的定理给出了对称算子和它的共轭算子的关系.

定理 2.12 (von Neumann). 设 A 是 H 上闭的对称算子, 则有直和分解

(2.22) D(A∗) = D(A)⊕N (A∗ − i)⊕N (A∗ + i).

且该分解在 A∗ 的图内积 (2.18) 下是正交的.

证明. 为了符号简便, 记 D± = N (A∗ ∓ i).

首先观察到 A ⊂ A∗, A∗ 闭, 所以 (·, ·)A∗ 之下 D(A∗) 是 Hilbert 空间, 而且 D(A), D± 都是它的

闭子空间.
1. 三个子空间 A∗-正交, 从而线性无关. 设 x ∈ D(A), y ∈ D+, z ∈ D−, 则

(x, y)A∗ = (x, y) + (Ax,A∗y) = (x,−iA∗y) + (Ax,A∗y)

= (Ax,−iy +A∗y) = 0,

(x, z)A∗ = (x, z) + (Ax,A∗z) = (x, iA∗z) + (Ax,A∗z) = 0,

(y, z)A∗ = (y, z) + (A∗y,A∗z) = (y, z) + (iy,−iz)

= (y, z)− (y, z) = 0.

2. D(A)⊕D+ ⊕D− = D(A∗). 假设不然, 则存在 w0 ∈ D(A∗) 与这三个空间全部 A∗-正交, 那么

(x,w) + (Ax,A∗w) = 0, ∀x ∈ D(A).

所以 A∗w ∈ D(A∗), 且
(x, (A∗)2w + w) = 0, ∀x ∈ D(A).
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因为 D(A) 稠, 所以

((A∗)2 + 1)w = 0 ⇒ (A∗ + i)(A∗ − i)w = 0.

构造

w+ = (A∗ + i)w, w− = (A∗ − i)w,

则 w+ ∈ D+, w− ∈ D−, w = 1
2i
(w+ − w−) ∈ D+ ⊕D−, 与 w 6= 0 矛盾!

注 2.19. 上述证明的第二部分实际上告诉了我们构造正交分解的方法. 对任何 x ∈ D(A∗), 作关于

D(A) 的 A∗-正交分解 x = x0 + y, 其中 x0 ∈ D(A), y ⊥A∗ D(A), 那么

(2.23) x = x0 ⊕
1

2i
(A∗ + i)y ⊕− 1

2i
(A∗ − i)y.

定理 2.12 导出下述直接的推论.

定义 2.8. 闭子空间 D+, D− 的维数称为对称算子 A 的亏指数, 记为 (n+, n−).

定理 2.13. 闭对称算子 A 是自伴的当且仅当其亏指数 n+ = n− = 0.

结合命题 2.11 的性质 3, 得到如下结论.

定理 2.14. 设 A 是闭对称算子, 则下述条件等价.

1. A 自伴;

2. dimN (A∗ ∓ i) = 0;

3. R(A± i) = H .

由于非闭的对称算子可以通过关于图范数取闭包得到其闭化, 所以上述结论的一个直接推论是:

推论 2.15. 设 A 是对称算子, 则下述条件等价.

1. A 本质自伴;

2. dimN (A∗ ∓ i) = 0;

3. R(A± i) = H .

例 2.6. 用亏指数验证对称但不自伴的算子.
令 H = L2[0,∞), A = i d

dt ,D(A) = H1
0 [0,∞). 用分部积分公式,

(Ax, y) = i

∫ ∞

0

x′(t)y(t) dt = −i

∫ ∞

0

x(t)y′(t) dt = (x,Ay),

所以 A 对称. 显然 A 也是闭算子.
考察 A 的亏指数, 我们发现

(A+ i)x = 0 ⇒ x′(t) = −x(t) ⇒ x = Ce−t,

有非零解, 所以 n− = 1, A 一定不自伴. 事实上 D(A∗) = H1[0,∞) ⫌ D(A).
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2.3.2 Cayley 变换

(2.20) 表明, A± i 都是可逆变换, 像点的 H 范数和图范数相等. 观察下列交换图表, 我们发现
映射 (A+ i)x 7→ (A− i)x 是一个 H 的保距变换.

R(A+ i) R(A− i)

D(A)

(A+i)−1 (A−i)−1

A+i A−i

定义 2.9. 设 A 自伴, 从而 R(A± i) = H . 称

(2.24) U = (A− iI)(A+ iI)−1

为 A 的 Cayley 变换.

注 2.20. U : H → H 是一个酉算子, 即 ‖Uy‖ = ‖y‖, ∀y ∈ H .

注 2.21. Cayley 变换建立了自伴算子到酉算子的映射, 这个映射还是一一的. 事实上, 任意给定酉
算子 U , 假设 U 是 A 的 Cayley 变换, 那么对 x ∈ D(A), 有Ax+ ix = y,

Ax− ix = Uy,
⇒

Ax = 1
2
(I + U)y,

x = 1
2i
(I − U)y.

只要 I − U 没有零空间即 1 /∈ σp(U), 就可以定义自伴算子 A = i(I + U)(I − U)−1,D(A) =

R(I − U), 称为 Cayley 逆变换.
若还成立 1 ∈ ρ(U), 则 (I − U)−1 有界, A 还是有界自伴算子.

注 2.22. Cayley 变换形似复平面的共形映射 z 7→ z−i
z+i

, 它将实数轴变为单位圆周. 以后我们会发现,
Cayley 变换表现的就是 A 和 U 的谱集之间的这个映射.

2.4 无界算子谱理论

2.4.1 谱理论基础

本小节讨论的算子为复数域上 Banach 空间的闭算子.

定义 2.10. 设 A : D(A) → X 是闭算子, 称 A 可逆, 如果存在 A−1 : X → D(A), 使得 A−1A =

I|D(A), AA
−1 = I.

注 2.23. 根据闭图像定理, 可逆闭算子的逆必定有界.

定义 2.11. 称

(2.25) ρ(A) = {λ ∈ C : (λ−A)−1 ∈ L (X )}

为算子 A 的预解集,

(2.26) σ(A) = C \ ρ(A)

为 A 的谱集.
λ ∈ ρ(A) 时, 预解式定义为

(2.27) RA(λ) = R(A, λ) := (λ−A)−1.
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下面的重要引理是分析预解式性质的基础.

引理 2.16 (Neumann 级数). 设 T ∈ L (X ). 若 ‖T‖ < 1, 那么 I − T 可逆,

(2.28) (I − T )−1 =
∞∑
k=0

T k,

并且有估计 ‖(I − T )−1‖ ≤ (1− ‖T‖)−1.

由它导出以下结论.

定理 2.17. ρ(A) 是开集, 从而 σ(A) 是闭集.

预解式的运算由下述定理刻画.

定理 2.18 (预解等式).

RA(λ)−RA(µ) = (µ− λ)RA(λ)RA(µ), ∀λ, µ ∈ ρ(A),(2.29)

RA(λ)−RB(λ) = RA(λ)(A−B)RB(λ), ∀λ ∈ ρ(A) ∩ ρ(B).(2.30)

注 2.24. 第一预解等式 (2.29) 说明 RA(λ), RA(µ) 可交换, 对任何 λ, µ ∈ ρ(A).

由此可得预解式的解析性.

定理 2.19. 预解式 RA(λ) 是 ρ(A) 上的算子值解析函数.

注 2.25. 该定理的严格含义是, 对任何线性泛函 f ∈ (L (X ))∗, f ◦RA 是 λ ∈ ρ(A) 的解析函数. 它
满足 Cauchy 积分公式等性质.

定理 2.20. 若 A ∈ L (X ), 则 σ(A) 6= ∅.

证明. 假设 σ(A) = ∅, 那么 RA(λ) 是整函数, 且 λ→ ∞ 时, 由定理 2.16,

(2.31) RA(λ) = λ−1(1− λ−1A)−1 =
∞∑
n=0

An

λn+1
,

有界. Liouville 定理表明 RA(λ) 是常值, 3 从而 λ−A 在 D(A) 上是常值, 这不可能.

定理 2.21 (Gelfand). 若 A ∈ L (X ), 则 A 的谱半径等于

(2.32) rσ(A) := sup
λ∈σ(A)

|λ| = lim
n→∞

‖An‖ 1
n .

证明. 首先 λ > ‖A‖ 时 Neumann 级数 (2.31) 必定收敛, 所以有初步估计 rσ(A) ≤ ‖A‖.
由预解式的解析性, 对任意 λ > rσ(A), RA(λ) 围绕 ∞ 展开的 Laurent 级数都一致收敛, 而它恰

好等于 (2.31).

∑
n

λ−(n+1)An <∞ ⇒ sup
n

‖λ−nAn‖ <∞ ⇒ lim
n→∞

‖An‖ 1
n

|λ|
≤ 1.

所以 limn→∞ ‖An‖ 1
n ≤ |λ|. 由 λ 任意性知

lim
n→∞

‖An‖ 1
n ≤ rσ(A).

3严格来说, 这里的论证顺序应为: ∀f ∈ (L (X ))∗, f ◦ RA(λ) 为常值 ⇒ RA(λ) 为常值.
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另一方面, 对任意 n ∈ N, 当 |λ|n > ‖An‖ 时, 把级数 (2.31) 的项按照模 n 整理, 也得出它收敛
到有限值, 故 λ ∈ ρ(A). 以上论断说明

σ(A) ⊂ B(0, ‖An‖ 1
n ).

故

rσ(A) ≤ lim
n→∞

‖An‖ 1
n .

综上所述, limn→∞ ‖An‖ 1
n 存在且等于 rσ(A).

定义 2.12 (谱的分类 I). 设 λ ∈ σ(A).

1. 若存在 x ∈ D(A), (λ−A)x = 0, 称为点谱, 记作 λ ∈ σp(A);

2. 若 λ 不是点谱, 且 R(λ−A) 在 X 中稠, 称为连续谱, 记作 λ ∈ σc(A);

3. 若 λ 不是点谱, 且 R(λ−A) 在 X 中不稠, 称为剩余谱, 记作 λ ∈ σr(A).

注 2.26. 从定义中可以看出, λ 是连续谱时, (λ− A)−1 是稠定的无界闭算子. 这是因为, 若有界, 由
闭性可得定义域必为全空间, 则 λ ∈ ρ(A), 矛盾.

定义 2.13 (谱的分类 II). 设 A 是 Hilbert 空间上的自伴算子, λ ∈ σ(A).

1. 若 λ 是 σ(A) 的孤立点, 且代数重数有限, 称它为离散谱, 记作 λ ∈ σd(A);

2. 若 λ 不是离散谱, 称它为本质谱, 记作 λ ∈ σess(A).

注 2.27. 代数重数的定义需由 Riesz 投影定义, 参见后文.

注 2.28. 离散谱、本质谱还有许多种不等价的定义方式, 这些定义对于自伴算子 (正常算子) 是相同
的, 但对于一般的 Banach 空间上的算子每两种不同的定义都有反例使其不等价. 如下是 5 种依次
增强的离散谱定义.

1. 称 λ是离散谱,如果 λ−A是 D(A) → X 的半 Fredholm算子,即 R(λ−A)闭,且 dimN (λ−
A), codimR(λ−A) 至少有一个有限.

2. 称 λ 是离散谱, 如果 λ−A 是 D(A) → X 的半 Fredholm 算子, 且 dimN (λ−A) <∞.

3. 称 λ 是离散谱, 如果 λ−A 是 D(A) → X 的 Fredholm 算子.

4. 称 λ 是离散谱, 如果 λ−A 是 D(A) → X 的 Fredholm 算子, 且指标等于 0.

5. 称 λ 是离散谱, 如果 λ − A 是 D(A) → X 的半 Fredholm 算子, 且 λ 在某个与 ρ(T ) 相交的

连通分支中.

2.4.2 自伴算子谱的性质

本小节讨论的算子为 Hilbert 空间上的自伴算子.

定理 2.22. 设 A 是 H 上自伴算子, 那么 λ ∈ ρ(A) 当且仅当存在 m > 0, 使得

(2.33) ‖(λ−A)x‖ ≥ m‖x‖, ∀x ∈ D(A).
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证明. 只需证充分性, 又只需证 λ−A 值域为全空间.
任取 y ∈ R(λ−A)⊥, y 6= 0, 则

y ∈ D(A∗), (λ−A∗)y = 0.

而 A 自伴, A = A∗, 所以
0 = ‖(λ−A)y‖2 = ‖(λ−A)y‖2,

与条件矛盾.
显然对 RA(λ) 有估计 ‖RA(λ)‖ ≤ m−1.

定理 2.23. 设 A 自伴, 那么 σ(A) ⊂ R, σr(A) = ∅.

证明. 1. 证明 C \ R ⊂ ρ(A). 利用 (2.20) 类似的性质, 设 z = λ+ µi, µ 6= 0, 则

‖(z −A)x‖2 = ‖(λ−A)x‖2 + ‖µx‖2 ≥ µ2‖x‖2,

所以由定理 2.22, z ∈ ρ(A), 且有估计

(2.34) ‖(z −A)−1‖ ≤ 1

| Im z|
.

2. 证明 σr(A) = ∅. 用定理 2.22 相同的证明过程, 只要 λ− A 是单射, 它的值域就必为全空间,
所以必定没有连续谱.

下面的判别法非常重要.

定理 2.24 (Weyl 判别法 – 一般谱点). A 自伴, 那么 λ ∈ σ(A) ⇔ 存在 {un} ⊂ D(A), ‖un‖ =

1, ‖(λ−A)un‖ → 0.

证明. 必要性. 设 λ ∈ σ(A). 若 λ 是点谱, 取 un 为单位特征向量即可. 若 λ 不是点谱, 则它是连续
谱, 且 (λ−A)−1 无界. 必定存在一列 {vn} ⊂ R(λ−A), 使得

‖vn‖ = 1, ‖(λ−A)−1vn‖ → ∞,

令 un = (λ−A)−1vn
‖(λ−A)−1vn‖ , 那么 ‖un‖ = 1, ‖(λ−A)un‖ → 0, 得证.

充分性. 设题设序列存在, 假设 λ ∈ ρ(A), 那么 (λ−A)−1 有界, 所以

‖(λ−A)u‖ ≥M−1‖u‖, ∀u ∈ D(A),

与序列 {un} 矛盾.

注 2.29. 定理中的 {un} 可看作近似的特征向量.

事实上, 对预解式有比 (2.34) 更精细的估计. 证明它要用到谱分解, 所以在此先从略.

定理 2.25. 假设 A 自伴, 那么对任何 z ∈ ρ(A),

(2.35) ‖(z −A)−1‖ ≤ 1

dist(z, σ(A)) .

推论 2.26. 设 A 自伴, 则 A 是正算子, 即

(2.36) (x,Ax) ≥ 0, ∀x ∈ D(A),

当且仅当 σ(A) ⊂ R≥0.
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证明. 必要性. 对任何 a < 0, 由正算子定义,

‖(a−A)x‖2 = a2‖x‖2 − 2a(x,Ax) + ‖Ax‖2 ≥ a2‖x2‖.

所以由定理 2.22, a ∈ ρ(A), ‖RA(a)‖ ≤ 1
|a| .

充分性. 用估计 (2.35) 得 ‖RA(a)‖ ≤ 1
|a| , 将剩下的过程反过来即可.

2.4.3 Riesz 投影

本节的讨论来自 Kato, Perturbation Theory for Linear Operators, 对一般 Banach 空间 X 上

的闭算子适用.

定义 2.14. 设 A 为闭算子, σ(A) 被不穿过它的 Jordan 曲线 Γ ⊂ ρ(A) 分割成两部分 Σ1 ∪ Σ2 (Σ1

在内部), 定义有界算子

(2.37) P =
1

2πi

∮
Γ

RA(λ) dλ,

为关于 Σ1 的 Riesz 投影.

定理 2.27. Riesz 投影满足下述性质.

1. P 是投影算子, 即 P 2 = P.

2. X = R(P ) ⊕R(I − P ) = X1 ⊕ X2 是 A 的不变子空间分解. 其严格含义为: A 的定义域可
作直和分解

(2.38a) D(A) = D(A1) +D(A2),

使得 D(Ai) ⊂ Xi (i = 1, 2), 对应地, A 可以分解为两个空间上算子的直和

(2.38b) A = A1 ⊕A2,

其中 Ai = D(Ai) → Xi 为闭算子. 另外, 它的预解式满足

(2.38c) RA(λ) = RA1
(λ)⊕RA2

(λ), ∀λ ∈ ρ(A).

3. σ(Ai) = Σi, 即谱点被严格分割成两部分. 特别地, A1 是有界算子.

证明. 1. 因为 ρ(A) 是开集, 所以可取两条围道 Γ1,Γ2, 使得 Γ2 在 Γ1 内部, 且它们都分割 Σ1 与 Σ2.
作二重 Riemann 积分, 并利用第一预解等式 (2.29), 得到

P 2 =
1

(2πi)2

∮
Γ1

dλ
∮
Γ2

dµRA(λ)RA(µ)

=
1

(2πi)2

∮
Γ1

dλ
∮
Γ2

dµRA(λ)−RA(µ)

µ− λ

=
1

(2πi)2

∮
Γ1

RA(λ) dλ
∮
Γ2

dµ
µ− λ

+
1

(2πi)2

∮
Γ2

RA(µ) dµ
∮
Γ1

dλ
λ− µ

=
1

2πi

∮
Γ2

RA(µ) dµ = P.

由此立即推出, 空间 X 可以作直和分解

X = R(P )⊕R(I − P ),
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且 X1 := R(P ),X2 := R(I − P ) 都是闭子空间.
2. 注意到 A 的预解式和 A 可交换, 满足性质

(2.39)

ARA(λ) = RA(λ)A, x ∈ D(A),

ARA(λ) = λRA(λ)− I, x ∈ X .

所以对任何 x ∈ D(A),

PAx =
1

2πi

∮
Γ

RA(λ)Ax dλ

=
1

2πi

∮
Γ

ARA(λ)x dλ

=
1

2πi

∮
Γ

(λRA(λ)− I)x dλ = APx.

这说明 Px ∈ D(A), 且

APx = PAx ∈ X1.

同理可以证明 (I − P )x ∈ D(A),

A(I − P )x = (I − P )Ax ∈ X2.

故定义域 D(A) 可以分解为

D(A) = PD(A)⊕ (I − P )D(A) =: D(A1)⊕D(A2),

对应地, A 分解成
A = A1 ⊕A2,

其中

A1 : x ∈ D(A1) 7→ PAx = APx = Ax,

A2 : x ∈ D(A2) 7→ (I − P )Ax = A(I − P )x = Ax,

这体现了 Xi 是不变子空间.
对任意 λ ∈ ρ(A),

λ−A = (λ−A1)⊕ (λ−A2),

两个分量分别取逆即可得到预解式的分解

RA(λ) = RA1
(λ)⊕RA2

(λ), ∀λ ∈ ρ(A),

而且易知 RAi
(λ) 为 Xi 上的有界算子, ‖RAi

(λ)‖ ≤ ‖RA(λ)‖.
3. 为了证明谱集的分离, 我们需要说明对 Γ 外的谱点 λ, (λ − A1)

−1 有意义; 反之对于 Γ 内的

谱点, (λ−A2)
−1 有意义. 这可以通过解析延拓得到.

在 X1 上,

RA1
(λ) = PRA(λ) =

1

2πi

∮
Γ

RA(ζ)RA(λ) dζ

=
1

2πi

∮
Γ

1

ζ − λ
(RA(λ)−RA(ζ)) dζ

= RA(λ)
1

2πi

∮
Γ

dζ
ζ − λ

− 1

2πi

∮
Γ

RA(ζ)

ζ − λ
dζ.

(2.40)
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若 λ 在 Γ 外, 上面的第一项消失, 第二项解析, 故 RA1
(λ) 可以解析地延拓到所有的 λ ∈ Σ2, 因此

σ(A1) ⊂ Σ1.

同理, 在 X2 上,

(2.41) RA2
(λ) = (I − P )RA(λ) = RA(λ)

[
1− 1

2πi

∮
Γ

dζ
ζ − λ

]
+

1

2πi

∮
Γ

RA(ζ)

ζ − λ
dζ.

若 λ 在 Γ 内, 上面的第一项消失, 第二项解析, 故 RA2
(λ) 可以解析地延拓到所有的 λ ∈ Σ1, 因此

σ(A2) ⊂ Σ2.

又因为 λ ∈ σ(A) 不可能使得 λ− A1, λ− A2 均可逆, 所以 σ(A1) ∪ σ(A2) = σ(A). 综合上述论

断, 只能有

(2.42) σ(Ai) = Σi. (i = 1, 2)

注 2.30. Riesz 投影在有限维空间的表现. 假设 A 是 n 阶矩阵, Σ1 = {λ1, . . . , λk} 为一组特征值
(可能有重复). 不妨设 A 已经化为 Jordan 标准型,

A = diag{Jn1
(λ1), . . . , Jns

(λs)},

经过简单的计算, Riesz 投影 P 等于

P =

[
In1+···+nk

0

0 0

]
,

恰为到前 k 个特征值对应的不变子空间的投影.

下面考察 Σ1 是单点集 {λ0}.

定义 2.15. 设 λ0 是 σ(A) 的孤立点, 记 Pλ0
为关于 {λ0} 的 Riesz 投影, 则称 dimR(Pλ0

) 为谱点 λ0

的代数重数.

下面的定理是有限维线性变换的类似结论的推广.

定理 2.28. 任何孤立谱点的代数重数大于等于几何重数.

证明. 只要证明 N (λ0 −A) ⊂ R(Pλ0
). 设 x ∈ N (λ0 −A), 那么

Pλ0
x =

1

2πi

∮
Γ

(λ−A)−1x dλ

=
1

2πi

∮
Γ

1

λ− λ0

x dλ = x.

所以 x ∈ R(Pλ0
). 得证.

对于 Hilbert 空间上的自伴算子则有更强的结论, 对应到实对称矩阵的正交对角化.

定理 2.29. Hilbert 空间上自伴算子的任何孤立谱点的代数重数等于几何重数.

证明. 取围道 Γ 为环绕 λ0 的充分小的圆周. 由自伴性, 用估计式 (2.35), 得到

‖RA(λ)‖ ≤ 1

|λ− λ0|
, ∀λ ∈ Γ.
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所以

(λ0 −A)RA(λ0 + reiθ) = −reiθ)RA(λ0) + I,

在 r → 0+ 时有界. 由 Cauchy 定理, 它在 λ0 处解析. 故由 Cauchy 积分定理,

(λ0 −A)Pλ0
=

1

2πi

∮
Γ

(λ0 −A)RA(λ) dλ = 0.

定理 2.30. Hilbert 空间上自伴算子关于任何谱点集合的 Riesz 投影是正交投影.

该定理由下面简单的引理保证.

引理 2.31. P : H → H 是正交投影算子当且仅当

1. P 幂等, 即 P 2 = P ;

2. P 自伴, 即 (Px, y) = (x, Py), ∀x, y ∈ H .

有了这个引理, 证明是显然的.

2.4.4 自伴算子的本质谱

下面我们以 Riesz 投影为工具来刻画自伴算子的本质谱和离散谱.

引理 2.32. A 自伴, 那么它谱集的孤立点 λ0 一定是点谱.

证明. 假设不成立, 则 N (λ0 −A) = {0}, 由定理 2.29, Pλ0
= 0.

估计式 (2.35) 表明, RA(λ) 在 λ0 处至多有一阶极点, 而它的留数等于零, 所以解析, λ0 ∈ ρ(A),

与 λ0 ∈ σ(A) 矛盾.

引理 2.33. A自伴, λ0 ∈ σ(A)为孤立点. 则N (λ0−A)⊥是 A的不变子空间,且 λ0 /∈ σ(A|N (λ0−A)⊥).

证明. 记 M = N (λ0 −A). 由定理 2.29, 2.30 可知, Pλ0
是向 M 的正交投影, 所以 I −Pλ0

是向 M⊥

的正交投影. 再利用 Riesz 投影的基本性质 (定理 2.27), M⊥ 就是前文所说的 X2. 由谱点分离的性
质立即得到, λ ∈ ρ(A|M⊥), 而且

RA|
M⊥ (λ0) =

1

2πi

∮
Γ

RA(ζ)

ζ − λ0

dζ,

其中 Γ 是任何一个只围住 λ0 的回路.

定理 2.34. A 自伴, λ ∈ σ(A), 那么 λ ∈ σd(A) 当且仅当

1. dimN (λ−A) <∞,

2. λ /∈ σ(A|N (λ−A)⊥).

证明. 记 M = N (λ−A).
必要性. 由离散谱定义, dimM <∞, 且 λ 是孤立点. 由引理 2.33 立即得到 λ /∈ σ(A|M⊥), 所以

成立.
充分性, 只要证 λ 是孤立谱点. 易证 M⊥ 是 A 的不变子空间, 4 由 (λ− A)|M⊥ 可逆, 对微小增

量 z,

(λ+ z −A)|M = zI,

(λ+ z −A)|M⊥ 可逆,
4对任何 u ∈ M, v ∈ M⊥ ∩ D(A),

(u,Av) = (Au, v) = (λu, v) = 0,

所以 Av ∈ M⊥.



2.4. 无界算子谱理论 37

所以 λ+ z −A 在 H 上可逆, λ+ z ∈ ρ(A), 从而 λ 是孤立谱点.

由此立即得到

推论 2.35. A 自伴, λ ∈ σess(A) 当且仅当 dimN (λ−A) = +∞ 或 (λ−A)|N (λ−A)⊥ 有无界逆.

下面的定理给出了判别自伴算子本质谱的有效方法. 注意和一般谱点的 Weyl 判别法 (定理
2.24) 对照.

定理 2.36 (Weyl 判别法 – 本质谱点). A 自伴, 称 {un} ⊂ D(A) 为谱点 λ 的 Weyl 序列, 如果它们
满足

1. ‖un‖ = 1;

2. un ⇀ 0; 5

3. (λ−A)un → 0.

那么 λ ∈ σess(A) ⇔ 存在 λ 的 Weyl 序列.

证明. 在下面的证明中记 M = N (λ−A), 并且记 A1 = A|M⊥ 为 A 的限制.
必要性. 假设 λ 是本质谱点.

(i) dimM = ∞, 取 M 的一组正交单位向量即可.

(ii) dimM <∞, 则由定理 2.34 的推论, λ−A1 的逆必定无界, 所以存在 vn ∈M⊥,

‖vn‖ → 0, ‖(λ−A1)
−1vn‖ = 1.

令 un = (λ−A1)
−1vn, 则

‖un‖ = 1, ‖(λ−A1)un‖ → 0.

再考察弱收敛.

λ−A1 是 M⊥ 上闭自伴算子, 值域稠

⇒ (λ−A1)
−1 是 M⊥ 上闭自伴算子, 值域稠

⇒ (λ−A1)
−∗ 是 M⊥ 上稠定算子.

对任意 f ∈ H , 不妨假设 f ∈ D((λ−A1)
−∗) ⊂M⊥, 则

(un, f) = ((λ−A1)
−1vn, f) = (vn, (λ−A1)

−1f) → 0.

由 D((λ−A1)
−∗) 稠密性 un 一致有界即得 un ⇀ 0.

充分性. 设存在 λ 的 Weyl 序列, 若 dimM = ∞, 已经成立, 故不妨设 dimM <∞.
设 φ1, . . . , φN 是 M 的标准正交基, 则 (un, φi) → 0, ∀i. 记 Pλ 为到 M 上的正交投影, 则有

Pλun → 0 ⇔ ‖un − (I − Pλ)un‖ → 1.

记 vn = (I − Pλ)un ∈M⊥, 则 ‖vn‖ → 1,

(λ−A1)vn = (λ−A1)un → 0.

由此可得 λ−A1 无界, 所以根据定理 2.34 的推论, λ 必为本质谱.
5注意, 这是和判别法 2.24 相比多出的一个条件.
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例 2.7. 应用: L2(Rn) 中, Laplace 算子的谱点.
我们已经知道 Laplace 算子 −4,D(−4) = H2(Rn) 是正算子, 所以 σ(−4) ⊂ [0,+∞). 下面证

明

(2.43) σ(−4) = σc(−4) = σess(−4) = [0,+∞).

因为

λ ∈ σp(−4) ⇔ ∃u ∈ L2, λu−4u = 0 ⇔ ∃û ∈ L2, (λ+ 4π2|ξ|2)û = 0.

所以 −4 没有点谱, σ(−4) = σc(−4).

由定理 2.36, 我们只需对 λ ≥ 0 找到 Weyl 序列. 直观上 −4 的特征函数是 Fourier 谐波, 但它
们并不是 L2 的函数. 因此要进行卷积近似. 对任何 k ∈ Rn, 令

um(x) =
(m
2

)−n
4 e−

π|x|2
m e2πik·x,

则它们满足归一化条件 ‖um‖ = 1. 根据命题 1.4,

ûm =
(m
2

)n
4 e−mπ|ξ−k|2 .

对任何 v ∈ S(Rn),m→ ∞ 时

(u, v) = (û, v̂) = (2m)−
n
4

(
m

n
2 e−mπ|ξ−k|2 , v

)
→ 0 · 〈δk, v̄〉 = 0.

所以 um ⇀ 0. 另外,
‖(4π2|k|2 +4)um‖ = ‖4π2(|k|2 − |ξ|2)ûm‖.

因为 ûm 的支集越来越集中在 ξ = k 附近, 所以 ‖4π2(|k|2 − |ξ|2)ûm‖ → 0.

综上所述, {um} 是关于 4π2|k|2 ∈ [0,+∞) 的 Weyl 序列. 所以 σess(−4) = [0,+∞).

2.5 自伴算子的扰动

本节考虑这样一个问题: A 是自伴算子, B 是对称算子, D(A) ⊂ D(B), 把 B 看作 A 的一个小

扰动, 问 A+B 在 D(A) 上是否自伴?
这类问题的基本思路可以和 Neumann 级数 (2.16) 类比, 即只要一个扰动的 “界” 在某种意义下

小于一, 那么扰动以后性质不会改变太多.

2.5.1 闭算子的扰动

本小节考虑更一般的 Banach 空间 X 上的闭算子的扰动问题. 我们会经常用到注 2.6 中的认
识: 闭算子 A 是定义域的图范数下的有界算子.

定义 2.16. 设 A,B 为 X 上稠定算子, 若

1. D(A) ⊂ D(B),

2. B 是 (D(A), ‖ · ‖A) 到 (X , ‖ · ‖) 的有界算子,

则称 B 关于 A 有界, 或 A-有界. 此时存在常数 a, b > 0, 使得

(2.44) ‖Bx‖ ≤ a‖Ax‖+ b‖x‖, ∀x ∈ D(A).

所有实数对 (a, b) 中 a 的下确界称为 B 关于 A 的界.
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注 2.31. 显然有界算子 B 关于 A 一定有界, 且界为 0.

定理 2.37. 设 A,B 稠定, B 关于 A 的界小于 1, 则 A+B 可闭当且仅当 A 可闭, 且 D(A+B) =

D(A).

证明. 只要证 D(A) 上的 A-图范数和 A+ B-图范数等价. 这样一来, 它们取闭包后就得到同一个定
义域.
由题设, 存在 0 < a < 1, b > 0, 使得

‖Bx‖ ≤ a‖Ax‖+ b‖x‖, ∀x ∈ D(A).

利用三角不等式可得

‖(A+B)x‖ ≤ ‖Ax‖+ ‖Bx‖ ≤ (1 + a)‖Ax‖+ b‖x‖,

‖(A+B)x‖ ≥ ‖Ax‖ − ‖Bx‖ ≥ (1− a)‖Ax‖ − b‖x‖.

由此即得 ‖ · ‖A, ‖ · ‖A+B 等价, 得证.

推论 2.38. 设算子 B 关于 A 的界小于 1, 则 A 闭当且仅当 A+B 闭.

我们可以将定理 2.37 的结论连续化.

定理 2.39. 设算子 A,B 定义域相同, 且存在 0 < a1, a2 < 1, b > 0 满足

(2.45) ‖(A−B)x‖ ≤ a1‖Ax‖+ a2‖Bx‖+ b‖x‖, ∀x ∈ D(A).

则 A 可闭当且仅当 B 可闭.

证明. 我们把问题分解为若干步, 并且证明每一步都服从定理 2.37 的条件.
记 Tλ = A+ λ(B −A), S = B −A, 则 T0 = A, T1 = B. 对任何 h > 0, λ ∈ (0, 1),

Tλ+h = Tλ + hS.

由条件, ∀x ∈ D(Tλ),

‖hSx‖ ≤ h(a1‖T0x‖+ a2‖T1x‖+ b‖x‖)

≤ h [a1(‖Tλx‖+ λ‖Sx‖) + a2(‖Tλx‖+ (1− λ)‖Sx‖) + b‖x‖] .

≤ h(a1 + a2)‖Tλx‖+ (a1 ∨ a2)h‖Sx‖+ bh‖x‖,

⇒ ‖hSx‖ ≤ h
a1 + a2

1− (a1 ∨ a2)
‖Tλx‖+ h

b

1− (a1 ∨ a2)
‖x‖.

取 h 使得 h a1+a2
1−(a1∨a2) < 1, 则 hS 关于 Tλ 的界小于 1, 对任意 λ ∈ (0, 1). 由定理 2.37, Tλ 可闭当且

仅当 Tλ+h 可闭. 所以 T0 可闭当且仅当 T1 可闭, 得证.

定义 2.17. A,B 为 X 上稠定算子, 若

1. D(A) ⊂ D(B),

2. B 是 (D(A), ‖ · ‖A) 到 (X , ‖ · ‖) 的紧算子,

则称 B 关于 A 紧, 或 A-紧.
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定理 2.40. 若 B 关于 A 紧, 且 B 可闭, 则 B 关于 A 的界为 0, 即对任意 ε > 0, 存在 bε > 0, 使得

(2.46) ‖Bx‖ ≤ ε‖Ax‖+ bε‖x‖, ∀x ∈ D(A).

证明. 假设结论不成立, 那么存在 ε0 > 0, 对任意 b > 0 都不能写成 B 关于 A 的界为 ε 的形式. 所
以对任何 n ∈ N, 存在 xn ∈ D(A), 使得

‖Bxn‖ ≥ ε0‖Axn‖+ n‖xn‖.

不妨设 ‖Bxn‖ = 1, 则 xn → 0. 因为 xn 是 ‖ · ‖A 下的有界列, B 关于 A 紧, 所以存在子列 xnk
,

Bxnk
收敛到 z 6= 0.
若已知 B 可闭, xnk

→ 0, Bxnk
→ z 6= 0 与 B 可闭矛盾.

注 2.32. 在 Hilbert 空间上, 若已知 A 可闭, 结论也成立.
同理假设结论不成立, 找到序列 xn 使得 xn → 0, {Bxn} 有收敛子列. 因为 Hilbert 空间自反,

用 Eberlein-Šmulian 定理得 {Axn} 有弱收敛子列. 不妨设这些子列就是 {xn}.
对任何 f ∈ D(A∗),

lim
n→∞

(Axn, f) = lim
n→∞

(xn, A
∗f) → 0,

由于 A 可闭, D(A∗) 稠, 所以 (Axn, f) → 0, ∀f. 因此它的弱极限必定为 0. 故图范数下的弱极限为

w– lim
n→∞

[
xn

Axn

]
= 0.

由 B 的紧性 (全连续性) 可知 Bxn → 0, 矛盾.

定理 2.41. 假设 B 可闭 (或在 Hilbert 空间上 A 可闭), 则 B 是 A-紧的当且仅当 B 是 (A+B)-紧
的.

证明. 只需证明 A,A+B 的图范数等价. 题设条件满足定理 2.40, 所以对任何 ε > 0, 存在 b > 0,

‖bx‖ ≤ ε‖Ax‖+ b‖x‖.

取 ε < 1, 用前面定理 2.37 证可闭性的方法即得 ‖ · ‖A, ‖ · ‖A+B 范数等价.

2.5.2 自伴性在扰动下的保持

下面我们转而讨论 Hilbert 空间 H 上的自伴算子的扰动, 解决本节开头提出的问题. 首先是一
个重要的定理.

定理 2.42 (Kato-Rellich). 设 A 是 Hibert 空间 H 上的自伴算子, B 对称, 关于 A 的界小于 1, 那
么 A+B 在 D(A) 上是自伴算子.

证明. A+B 显然对称. 由定理 2.14 中的条件 3, 我们只需证明对某个 µ > 0, R(A+B + µi) = H .

因为 A 自伴, 所以 A+ µi 可逆, 所以

A+B + µi = [I +B(A+ µi)−1](A+ µi).

利用有界性条件, 存在 0 < a < 1, b > 0,

‖B(A+ µi)−1x‖ ≤ a‖A(A+ µi)−1x‖+ b‖(A+ µi)−1x‖.
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由等距同构关系 (2.20),

‖x‖2 = ‖(A+ µi)(A+ µi)−1x‖2 = ‖A(A+ µi)−1x‖2 + ‖µ(A+ µi)−1x‖2,

所以 ‖A(A+ µi)−1‖ ≤ 1, ‖(A+ µi)−1‖ ≤ µ−1. 由此可得

‖B(A+ µi)−1‖ ≤ a+ µ−1b.

取 µ充分大,使得 a+µ−1b < 1,则 Neumann级数 (2.16)使得 I+B(A+µi)−1 可逆,从而 A+B+µi

可逆. 命题得证.

例 2.8. Schrödinger 算子

(2.47) H = −4+ V (x), D(H) = H2(R3),

其中

V = V1 + V2, V1 ∈ L2(R3), V2 ∈ L∞(R3),

是自伴算子.
为了证明 H 自伴, 需说明 V1 + V2 关于 −4 有界且界小于 1. 下面我们证明这个界可任意小.
L∞ 的部分是容易的.

‖V2x‖L2 ≤ ‖V2‖L∞‖x‖L2 ,

所以 V2 关于 −4 的界为 0.
L2 的部分稍微困难一些, 要用到 Sobolev 空间的嵌入关系

(2.48) H2(R3) ↪→ C0(R3).

下面推导嵌入的系数. 设 u ∈ S(R3), 则

‖u‖L∞ ≤
∫

|û(ξ)| dξ

=

(∫
|ξ|≤R

+

∫
|ξ|≤R

)
|û(ξ)| dξ

≤
(∫

|ξ|≤R
|û|2
) 1

2
(
4

3
πR3

) 1
2

+

(∫
|ξ|≤R

4π2|ξ|2|û|2
) 1

2
(∫ ∞

R

1

(4π2r)2
4πr2 dr

) 1
2

= C1R
3
2 ‖u‖L2 + C2R

− 1
2 ‖4u‖L2 .

取任意大的 R, 即可得到任意小的关于 −4 的界. 由 Kato-Rellich 定理 2.42, 结论显然.

推论 2.43. A 本质自伴, B 对称且关于 A 的界小于 1, 那么 A+B 本质自伴而且 A+B = A+B.

证明. 首先由定理 2.37, A+B 和 A 可同时闭化, 因为图范数满足

‖Bx‖ ≤ a‖Ax‖+ b‖x‖, ∀x ∈ D(A).

而取闭包后, 右边连续扩张到 D(A) 上, 所以左边也连续扩张, 故闭化的 B 也满足 A+B = A + B,

且

‖Bx‖ ≤ a‖Ax‖+ b‖x‖, ∀x ∈ D(A).

因为 A 自伴, 再用一次 Kato-Rellich 定理 2.42, 即得 A+B 和 A 都是自伴算子.

可以把 Kato-Rellich 定理 2.42 中的界放松到 1, 同时结论也会减弱到本质自伴.
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定理 2.44. 设 A 自伴, B 对称, 且存在 b > 0,

(2.49) ‖Bx‖ ≤ ‖Ax‖+ b‖x‖, ∀x ∈ D(A).

那么 A+B 本质自伴.

证明. 根据定理 2.14 的条件 3, 要证明 N ((A+B)∗ ∓ i) = {0}. 只证 + 的情形, − 的同理.
假设 h ∈ H 使得 (A+B)∗h− ih = 0. 对任意 t < 1, Kato-Rellich 定理 2.42 保证 A+ tB 是自

伴的, 所以 R(A+ tB + i) = H , 存在 xt ∈ D(A), 使得 (A+ tB + i)xt = h. 所以

0 = ((A+B)∗ − i)h, xt) = (h, (A+B + i)xt) = (h, h+ (1− t)Bxt).

为了导出矛盾, 只要证明 yt := (1− t)Bxt ⇀ 0. 由等式 (2.20),

‖h‖2 = ‖(A+ tB)xt‖2 + ‖xt‖2,

故 ‖xt‖ ≤ ‖h‖, ‖(A+ tB)xt‖ ≤ ‖h‖. 又有

‖Bxt‖ ≤ ‖Axt‖+ b‖xt‖ ≤ ‖(A+ tB)xt‖+ t‖Bxt‖+ b‖xt‖

⇒ ‖(1− t)Bxt‖ ≤ ‖(A+ tB)xt‖+ b‖xt‖.

所以 ‖yt‖ 一致有界.
另一方面, 对任何 z ∈ D(A),

(yt, z) = (1− t)(Bxt, z) = (1− t)(xt, Bz).

Bz 是有限值, xt 一致有界, 所以 (yt, z) → 0. 因为 D(A) 的稠密性, 用 Banach-Steinhaus 定理得到
yt ⇀ 0, 从而 (h, h) = 0, 矛盾!

定理 2.45. A 自伴且下有界, B 对称且关于 A 的界小于 1, 那么 A+B 自伴且下有界.

证明. Kato-Rellich 定理 2.42 表明 A+B 自伴. 下面证下有界性.
利用正算子性质 (推论 2.26) 易得, 自伴算子下半有界当且仅当存在 c ∈ R, σ(A) ⊂ (c,∞). 故我

们只需证明对充分负的 λ, λ− (A+B) 可逆.
给定 λ < infσ(A) := c, 则

λ−A−B = (I −B(λ−A)−1)(λ−A).

由有界性条件,
‖B(λ−A)−1‖ ≤ a‖A(λ−A)−1‖+ b‖(λ−A)−1‖

用自伴算子的谱分解定理, 得到

‖A(λ−A)−1‖ = sup
x∈σ(A)

∣∣∣∣ x

λ− x

∣∣∣∣ = max
{
1,

∣∣∣∣ c

c− λ

∣∣∣∣} ,(2.50)

‖(λ−A)−1‖ ≤ 1

|c− λ|
.(2.51)

当 λ→ −∞时,上述第一项趋于 1,第二项趋于 0,所以 λ充分负时 ‖B(λ−A)−1‖ < 1,故 λ−A−B
可逆, 得证.

注 2.33. 谱分解定理稍后证明.
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下列定理是 Kato-Rellich 定理 2.42 的一个弱化版本, 用对称共轭双线性形的界代替范数的界,
然后用 Friedrichs 扩张来刻画 A+B 的自伴性.

定理 2.46 (Kato-Lax-Milgram-Nelson). 设 A 正自伴, B 对称, D(B) ⊃ D(A), 且存在常数 0 < a <

1, b > 0 使得

(2.52) |(Bu, u)| ≤ a(Au, u) + b‖u‖2, ∀u ∈ D(A).

记 V = D(
√
A), 则存在唯一的自伴算子 C, D(C) ⊂ V, 对称共轭双线性形 a : V × V → C, 使得

a(u, v) = (Cu, v), ∀u ∈ D(C), v ∈ V,(2.53)

a(u, v) = ((A+B)u, v), ∀u ∈ D(A), v ∈ V.(2.54)

而且有界估计 C ≥ −b.

证明. 定义对称共轭双线性形式

a1(u, v) = (Au, v) + (Bu, v) + (1 + b)(u, v),

则由有界性条件, 它下有界, 满足

a1(u, u) ≥ (1− a)(Au, u) + (u, u),

a1(u, u) ≤ (1 + a)(Au, u) + (1 + 2b)(u, u).

和 D(
√
A) 上的图模 ‖ · ‖√A 等价. 所以它可以进行 Friedrichs 扩张, 得到 V = D(

√
A) 上的对称正

定共轭双线性形, 满足 V -连续性和强制性条件.
利用定理 2.8 及其推论的结论, 可以定义唯一的自伴算子 C1 : D(C1) ⊂ V → H ,

1. (C1u, v) = a1(u, v), ∀u ∈ D(C1), v ∈ V ;

2. R(C1) = H , C−1
1 ∈ L (H );

3. D(C1) 在 V,H 中依各自的范数均稠密.

取 C = C1 − (1 + b)I 即得结论. 因为 C1 ≥ 1, 所以 C ≥ −b.

2.5.3 自伴算子的谱集在扰动下的变化

继续讨论 Hilbert 空间 H 上的自伴算子. 最重要的定理是下面的 Weyl 定理, 刻画本质谱在紧
扰动下的稳定性.

定理 2.47 (Weyl). 设 A 自伴, B 对称且关于 A 紧, 那么 σess(A+B) = σess(A).

证明. 由紧性和 Kato-Rellich 定理 2.42, A,A + B 都是自伴算子. 再利用定理 2.41 可得, A,A + B

互为紧扰动, 所以只需证明 σess(A) ⊂ σess(A+B).

用 Weyl 判别法 (定理 2.36). 设 λ ∈ σess(A), 通过找 Weyl 序列来说明 λ ∈ σess(A+B).
首先由 Weyl 判别法的必要性, 存在 A, λ 的 Weyl 序列 {un},, 满足

‖un‖ = 1, un ⇀ 0, (λ−A)un → 0.

显然我们只需说明 Bun → 0, 即可得到 un 是 A + B, λ 的 Weyl 序列. 后两个条件线性组合可得
Aun ⇀ 0, 再用 B 的紧性 (全连续) 即得 Bun → 0, 得证.
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注 2.34. 对 Banach 空间上的闭算子, 按照注 2.28 中某些方式定义本质谱和离散谱, 该定理也是成
立的.

例 2.9. L2 位势的 Schrödinger 算子

H = −4+ V (x),

其中 V (x) ∈ L2(R3) 是实值函数. 我们来证明这是一个紧扰动, 从而有

(2.55) σess(−4+ V ) = σess(−4) = [0,∞).

设序列 {um} ⊂ L2(R3) 满足 um,4um 均有界. 为了让 ‖V u‖ 有收敛子列, 我们需要控制 u 的

L∞ 模.
由 Eberlein-Šmulian 定理, 不妨设 um ⇀ u,4un ⇀ v. 则 Fourier 变换也弱收敛,

ûm ⇀ û, 4π2|ξ|2ûm ⇀ v̂.

所以

(1 + |ξ|2)ûm ⇀ û+
v̂

4π2
∈ L2(R3).

我们可以不妨假设 um ∈ S(Rn), 则有

|un(x)− um(x)| =
∣∣∣∣∫

R3

e2πix·ξ(ûn − ûm) dξ
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫

R3

e2πix·ξ
1 + |ξ|2

(1 + |ξ|2)(ûn − ûm) dξ
∣∣∣∣ .

因为 {(1 + |ξ|2)ûn} 弱收敛, 而且
e2πix·ξ
1 + |ξ|2

∈ L2(R3),

所以右边收敛. 从而 un(x) 点点收敛. 另一方面, 根据例 4.5 中的论证, D(−4) ↪→ C0(R3), 所以 un

一致有界.
由 Lebesgue 控制收敛定理即得,∫

R3

|V |2|un − um|2 → 0, m, n→ ∞.

所以 V un 是 L2 收敛列. 紧性得证.

关于离散谱, 下列定理表明它们关于小扰动 “连续地变化”, cf. 复变函数的 Rouché 定理, 证明
思路也是类似的.

定理 2.48. 设 A 自伴, B 关于 A 有界, 系数分别为 0 < a < 1, b > 0. λ0 ∈ σd(A) 为离散谱点, 且
恰为 m 重特征值. 存在 r > 0, B(λ0, 2r) ∩ σ(A) = {λ0}. 若

(2.56) h := a(|λ0|+ 2r) + b < r,

则 σ(A+B) 在 (λ0 − r, λ0 + r) 中恰有 m 个点谱 (记重数), 没有其他谱.

证明. 对于自伴算子的离散谱点, 我们知道 Riesz 投影 (2.37) P 恰为到回路内所有谱点的特征子空
间的正交投影. 为了证明结论, 取围道 Γr = C(λ0, r), 我们只要说明 RA+B(λ) 沿 Γr 的 Cauchy 积分
的值域维数为 m. 为此需要一个引理.

引理 2.49. 设 P,Q 是 Hilbert 空间上的正交投影算子, ‖P −Q‖ < 1, 那么 dimR(P ) = dimR(Q).
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引理证明. 只证空间 H 是有限维的情形。假设 dimR(P ) < dimR(Q), 则 dimR(P ) < ∞. 由于
dimR(Q) > dimR(P ),

dimR(P )⊥ + dimR(Q) > dim H .

所以必定存在 v ∈ R(P )⊥ ∩R(Q), 满足

‖(P −Q)v‖ = ‖0− v‖ = ‖v‖,

与 ‖P −Q‖ < 1 矛盾.

回到原定理, 令
Pt =

1

2πi

∮
Γr

RA+tB(λ) dλ,

则我们只要证明 Pt 关于 t ∈ [0, 1] 在算子范数下连续变化.
1. Pt 对 t ∈ [0, 1] 良定义. 利用界条件,

λ− (A+ tB) = (I − tB(λ−A)−1)(λ−A).

0 ≤ t ≤ 1 时,
‖tBRA(λ)‖ ≤ t (a‖ARA(λ)‖+ b‖RA(λ)‖)

由谱分解定理, 因为 B(λ0, 2r) 内没有 σ(A) 的其它点, 所以我们有 (2.35), (2.50) 的估计:

‖RA(λ)‖ = sup
ξ∈σ(A)

∣∣∣∣ 1

λ− ξ

∣∣∣∣ = r−1,

‖ARA(λ)‖ = sup
ξ∈σ(A)

∣∣∣∣ λ

λ− ξ
− 1

∣∣∣∣ ≤ (|λ0|+ r)r−1 + 1.

由假设条件 (2.56),

‖tBRA(λ)‖ ≤ t(a(|λ0|+ r) + r + b)r−1 = ht < 1, ∀t ∈ [0, 1].

所以 I − tBRA(λ) 可逆, λ− (A+ tB) 可逆, 而且有估计

‖RA+tB(λ)‖ ≤ 1

r(1− h)
,

‖ARA+tB(λ)‖ ≤ ‖ARA(λ)‖ · ‖(I − tBRA(λ))
−1‖ ≤ |λ0|+ 2r

r(1− h)
.

2. Pt 关于 t 连续. 对任何 s, t, 作差并利用第二预解等式 (2.30),

‖Ps − Pt‖ ≤ 1

2π

∮
Γr

‖(s− t)RA+sB(λ)BRA+tB(λ)‖| dλ|

≤ |s− t| 1
2π

∮
Γr

‖RA+sB(λ)‖‖BRA+tB(λ)‖| dλ|

≤ |s− t| 1
2π

∮
Γr

‖RA+sB(λ)‖(a‖ARA+tB(λ)‖+ b‖RA+tB(λ)‖)| dλ|.

最后一式中,由已证结论,积分号下的项关于 s, t ∈ [0, 1]一致有界,故 ‖Ps−Pt‖ = O(s− t) (|s− t| →
0), 是连续的.
命题到此证完.

附注

本章中共有两个估计是依靠自伴算子的谱分解导出的: (2.35), (2.50), 它们是自伴算子的连续函
数算符演算的范数估计的特例. 下一章将从 Banach代数的角度严格导出这些结论 (当然不会依赖本
章的结论).
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Chapter 3

Banach 代数与谱分解

本章的终极目标是给出正常算子 (同时还有无界自伴算子) 的谱分解, Banach 代数相关理论是
为它作准备. 总的思路大致如下:

1. 证明 Banach 代数 A 和它极大理想集合 M 上连续函数集合同构. (Gelfand 表示, C∗ 代数)

2. 代数 A 将会是某个正常算子生成的代数, 它的极大理想的集合同胚于它的谱集, 所以任何谱集
上的函数可以和一个算子联系起来. (算符演算)

3. 把谱集上连续函数扩展到集合的示性函数, 并且用算子值 Lebesgue 积分来表示一般函数的算
符演算. (谱测度, 谱族)

4. 通过 Cayley 变换把谱族概念扩展到无界自伴算子上.

3.1 代数基本概念

首先定义一个代数的基本结构.

定义 3.1. 集合 A 称为一个代数, 如果存在加法、乘法、数乘运算, 满足.

1. A 在加法和数乘下构成 C 上线性空间;

2. A 在加法和乘法下构成环.

3. 乘法和数乘相容, 即 (αa)(βb) = αβ(ab), ∀α, β ∈ C, a, b ∈ A .

定义 3.2. 1. 称 e ∈ A 为幺元, 如果 ea = a, ∀a ∈ A . 幺元若存在, 必定唯一.

2. 设 A 有幺元 e. 对 a ∈ A , 若存在 b ∈ A , ab = ba = e, 则称 a 可逆, b 称为 a 的逆元.

定义 3.3. 若代数 A 中非零元都可逆, 称它为可除代数.

定义 3.4. 若代数 A 的乘法交换, 称它为交换代数.

定义 3.5. 若 B ⊂ A 在 A 的运算下也成为一个代数, 称 B 是 A 的子代数.

定义 3.6. 若代数 A 的子代数 J 满足

1. aJ ⊂ J, Ja ⊂ J, ∀a ∈ A ;

47
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2. J 6= A

则称 J 是 A 的 (双边) 理想.

注 3.1. 注意这里的理想和通常环上的定义不同, 不包括全集.

定义 3.7. 设 A ,B 是代数, ϕ : A → B 是映射. 称 ϕ 是同态, 如果 ϕ 保持三种运算的结构, 即

1. ϕ(a+ λb) = ϕ(a) + λϕ(b), ∀a, b ∈ A , λ ∈ C;

2. ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b), ∀a, b ∈ A .

若 ϕ 还是一一对应, 称它为同构.

命题 3.1. ϕ : A → B 是非平凡同态, 那么它的核

(3.1) kerϕ := ϕ−1(0) = {a ∈ A : ϕ(a) = 0}

是 A 的理想.

命题 3.2. A 是有幺元 e 的代数, J 是理想, 那么 e /∈ J , 且任意可逆元 a /∈ J .

定义 3.8. 设 J ⊂ A 是理想, 定义商环 (同时也是商空间) A = A /J, 则它也是 A 的运算诱导出的

运算下的代数, 称为 A 关于理想 J 的商代数.

命题 3.3. A 到商代数 A 有自然同态

(3.2) πJ : a 7→ a = a+ J

它满足:

1. a+ b = a+ b;

2. λa = λa;

3. ab = ab.

且 kerπJ = J .

极大理想是一类特殊的理想, 在稍后的讨论中有重要作用.

定义 3.9. 称理想 J ⊂ A 是极大理想, 如果它不真包含于 A 的任何理想.

定理 3.4. 设 A 是有幺元的代数, 那么任意理想必定包含在一个极大理想之中.

定理 3.5. 若 A 有幺元, 交换, J 是理想, 那么:

1. a /∈ J, ∀J 当且仅当 a 可逆;

2. J 是 A 的极大理想当且仅当 A /J 是可除代数.
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3.2 Banach 代数

3.2.1 Banach 代数的定义与例子

定义 3.10. 若代数 A 是一个 C 上的 Banach 空间, 而且范数和乘法运算满足相容性条件

(3.3) ‖ab‖ ≤ ‖a‖ · ‖b‖, ∀a, b ∈ A ,

则称 A 为 Banach 代数.

注 3.2. 可以不妨假设 ‖e‖ = 1. 这是因为下列 “算子范数”

(3.4) ‖a‖′ := sup
b 6=0

‖ab‖
‖b‖

与原范数等价. 以下我们均默认 ‖e‖ = 1.

以下是常用的 Banach 代数的例子.

例 3.1. 紧拓扑空间1 M 上的连续函数2 C(M), 赋以最大模范数. 它有幺元 1, 可交换.

例 3.2. Banach 空间上的有界线性算子集合 L (X ), 运算为算子复合, 赋以算子范数. 它有幺元 I,
不可交换.

例 3.3. L1(Rd), 运算为卷积, 赋以 L1 范数, 由 Young 不等式,

‖f ∗ g‖L1 ≤ ‖f‖L1‖g‖L1 ,

所以相容性条件成立. 它没有幺元, 可交换.

例 3.4. 定义单位圆周上连续函数的子空间

(3.5) A =

{∑
n∈Z

cneinθ ∈ C(S1) : {cn} ∈ `1(Z)

}
,

乘法运算为函数值相乘, 范数为 {cn} 的 `1 范数. 因为函数的乘法相当于离散序列 `1(Z) 上的卷积,
所以也满足相容性.
它有幺元 1, 且可交换.

3.2.2 Gelfand 表示

本小节的目的是把 Banach 代数和它的极大理想集合 J 上的函数等同起来.
下面的引理很有用, 是 (2.16) 的直接推广.

引理 3.6 (Neumann 级数 – Banach 代数版本). 设 A 是 Banach 代数, ‖a‖ < 1, 则 e − a 是可逆

元, 且

(3.6) (e− a)−1 =
∞∑
n=0

an.

以及模估计 ‖(e− a)−1‖ ≤ (1− ‖a‖)−1.

1拓扑空间的紧 (致) 性定义: 若拓扑空间 X 的任意开覆盖有有限子覆盖, 则称它为紧致的.
2拓扑空间上的连续性定义: 设 X ,Y 是拓扑空间. 若映射 f : X → Y 使得开集的原像是开集, 则称它为连续映射.
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第一个定理刻画可除代数, 也就是交换有幺元的代数关于其极大理想的商代数.

定理 3.7 (Gelfand-Mazur). 若 A 是可除 Banach 代数, 则它等距同构于 C.

证明. 显然 {ze : z ∈ C} ⊂ A , 而且与 C 同构, 所以我们只要证明这就是全部的点.
假设不然, 则存在 a ∈ A , a 6= ze, ∀z. 因为可除, 所以预解式 Ra(z) = (ze − a)−1 存在. 用算预

解式类似的论证可以得到, Ra(z) 是以 A 为取值的整函数 (任意线性泛函作用后都是整函数), 而且
由 Neumann 级数 (3.6), z → ∞ 时

‖Ra(z)‖ =

∥∥∥∥∥
∞∑
k=0

ak

zk+1

∥∥∥∥∥ = O(z−1),

所以 Ra(z) 有界, 根据 Liouville 定理它只能为常数, 矛盾.

为了推出 A /J 等距同构于 C, 除了上述定理之外还需要说明它是 Banach 空间, 即商空间的商
范数有意义.

引理 3.8. 若 A 是有幺元的 Banach 代数, J 是极大理想, 则 J 是 A 的闭子空间.

证明. 只需证 J = J . 显然 J 也关于加法、乘法、数乘运算封闭, 且由 Neumann 级数 (3.6), e 附近
的单位球 B(e, 1) ∩ J = ∅, 所以 B(e, 1) ∩ J = ∅ ⇒ J 6= A . 因此 J 是包含 J 的理想, 由极大性, 必
有 J = J .

上面的引理表明, 在 A /J 上诱导的商范数

(3.7) ‖x‖ = inf
a∈J

‖x+ a‖

是范数, 且满足相容性 (3.3),

‖x‖ · ‖y‖ = inf
a,b∈J

‖x+ a‖ · ‖y + b‖ ≥ inf
a,b∈J

‖xy + ay + xb+ ab‖ ≥ inf
c∈J

‖xy + c‖ = ‖x · y‖.

所以 A /J 是一个 Banach 代数. 由此加上定理 3.5 和 Gelfand-Mazur 定理 3.7 立即得到下面的结
论.

定理 3.9. 设 A 交换有幺元, J 是 A 的极大理想, 则 A /J 等距同构于 C.

观察下列图表. 对交换有幺元的 Banach 代数 A 和任意极大理想 J , 根据前面的结论, 我们可
以构造出 A 到 C 的同态 ϕJ .

A A /J CπJ

φJ

等距

因为自然同态 πJ 的算子范数为 1, 所以 ‖ϕJ‖ ≤ 1, 是连续同态. 而又有 |ϕJ(e)| = 1 = ‖e‖, 所以
‖ϕJ‖ = 1.

显然映射 J → ϕJ 是单的. 反过来, 对任何非平凡连续同态 ϕJ : A → C, 有下述结论.

引理 3.10. 设 A 交换有幺元, ϕ : A → C 是连续同态, 则

1. ϕ(e) = 1;

2. J = kerϕ 是极大理想, 从而 ϕ = ϕJ .

综合定理 3.9, 引理 3.10, 我们得到:
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命题 3.11. 记 M 是 A 所有极大理想的集合, ∆ ⊂ A ∗ 是所有 A → C 的同态组成的空间,

(3.8) ∆ = {ϕ ∈ A ∗ : ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b), ∀a, b ∈ A }.

则 M 和 ∆ 一一对应, 映射为

(3.9) ι :

M → ∆,

J 7→ ϕJ .

接下来我们考察这一族同态, 定义最重要的 Gelfand 表示.

定义 3.11. 对任何固定的 a ∈ A , 令 J 变化, 将 ϕJ(a) 看作 J 的函数, 记作

(3.10) â(J) = ϕJ(a).

在 M 上用下述基生成拓扑 τ .

(3.11) U(J0; a, ε) = {J ∈ M : |â(J)− â(J0)| < ε}.

则 â(J) 是 (M, τ) 的连续函数.3 称映射

(3.12) Γ :

A → C(M),

a 7→ â,

为 A 的 Gelfand 表示.

注 3.3. 命题 3.11 说明 M 和 ∆ 一一对应, 事实上可以证明它们还是拓扑同胚的. 这里在两个空间
所用的拓扑分别为上述定义中定义的拓扑和 ∗-弱拓扑.

拓扑基可以写成

(3.13) U(J0, a, ε) = {J ∈ M : |ϕJ(a)− ϕJ0(a)| < ε}.

右端的邻域实际上是对偶空间 A ∗ 的 ∗-弱拓扑在 ∆ 上的限制,4 而 M 上的拓扑就是 ∆ 上的拓扑用

映射 ι−1 拉回所得的拓扑.
∆ 为 A ∗ 的闭集, 由 Alaoglu 定理, ∆ 是 ∗-弱紧的; 另一方面, 显然对任何 A ∗ 中的 f1 6= f2, 存

在 x 使得 |f1(x)− f2(x)| > 0 ⇒ 存在 ∗-弱邻域 U(f1;x, ε) ∩ U(f2;x, ε) = ∅, 所以它满足 T2 分离公

理.5 从而, M 在它的拓扑下也是一个 T2 紧空间, 或者称为 Hausdorff 空间.

综合上述讨论得到

定理 3.12. 设 A 有幺元可交换, 则 Gelfand 表示 Γ 是连续同态, 而且 ‖Γa‖C(M) ≤ ‖a‖, ∀a.
3这很显然, 因为拓扑就是用这些函数的拉回定义的...
4Banach 空间 X 的对偶空间上的 ∗-弱拓扑由

U(f0; x, ε) = {f ∈ X ∗
: | 〈f − f0, x〉 | < ε}

生成, 导出 ∗-弱收敛性; 对应地, 空间上的弱拓扑由

U(x0; f, ε) = {x ∈ X : | 〈f, x− x0〉 | < ε}

生成, 导出弱收敛性.
5T1 公理: x 有开邻域不含 y, ∀x 6= y.

T2 公理: 任意不同的 x, y 有不相交的开邻域.
T3 公理: 任意 x 与和不包含它的闭集有不相交的开邻域.
T4 公理: 任意两个不相交的闭集有不相交的开邻域.
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证明. 同态性质显然. 连续性用定义证.

‖Γa‖C(M) = sup
J

|â(J)| = sup
J

|ϕJ(a)| ≤ ‖a‖.

虽然已经得到连续嵌入, 但是还有以下问题:

1. 何时 Γ 是单的?

2. 何时 Γ 是等距的?

3. 何时 Γ 是等距同构?

3.2.3 Banach 代数上的谱集

对任何 a ∈ A , 把 a 看作 A 上的线性算子:

(3.14) a(·) : x 7→ ax,

则 A 嵌入 L (A ). 因此我们可以考虑它们作为算子的谱集、预解集.

定义 3.12. 记 G(A ) 为 A 中可逆元集合. 对任何 a ∈ A , 分别定义

ρ(a) = {λ ∈ C : λe− a ∈ G(A )},(3.15)

σ(a) = C \ ρ(a).(3.16)

为 a 的谱集和预解集.

仿照算子谱理论, 可以证明一些简单的命题.

命题 3.13. ρ(A) 是开集, σ(A) 是非空有界闭集.

命题 3.14. 预解式 Ra(λ) 是 λ ∈ ρ(A) 的解析函数.

命题 3.15. a 的谱半径为

(3.17) rσ(a) = sup
λ∈σ(a)

|λ| = lim
n→∞

‖an‖ 1
n .

谱集和 Gelfand 表示有密切联系.

定理 3.16. 设 A 有幺元可交换, 则它的 Gelfand 表示的值域恰为谱集, 即

(3.18) σ(a) = R(Γa) = {â(J) : J ∈ M}.

证明.

λ ∈ σ(a),

⇔ λe− a /∈ G(A ),

⇔ ∃J ∈ M, λe− a ∈ J,

⇔ ∃J ∈ M, ϕJ(λe− a) = λ− ϕJ(a) = 0,

⇔ ∃J ∈ M, â(J) = ϕJ(a) = λ.

由此立即得出 Gelfand 表示的最大模范数的刻画.
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推论 3.17.

(3.19) ‖Γa‖C(M) = lim
n→∞

‖an‖ 1
n .

首先有关于单性的结论.

定理 3.18. Γ 是单射当且仅当

(3.20) lim
n→∞

‖an‖ 1
n = 0 ⇒ a = 0, ∀a ∈ A .

注 3.4. 若 Γa = 0, a 6= 0, 根据定理 3.16, â(J) = 0, ∀J, 所以

(3.21) a ∈
⋂
J∈M

J.

右边的集合定义为 A 的根. 根为零的代数称为半单的. 所以我们知道, Γ 是单射当且仅当 A 是半

单代数.

然后是关于等距性的结论.

定理 3.19. Γ 是等距的映射, 即 ‖Γa‖C(M) = a, ∀a 当且仅当 ‖a2‖ = ‖a‖2, ∀a.

证明. 充分性. 若 ‖a2‖ = ‖a‖2, ∀a, 那么递推可得

‖a2
k

‖ = ‖a‖2
k

⇒ ‖a2
k

‖2
−k

= ‖a‖.

所以谱半径 rσ(A) = limk→∞ ‖a2k‖2−k

= ‖a‖, Γ 保距.
必要性. 若 Γ 保距, 那么 ∀a ∈ A ,

‖a2‖ = ‖Γ(a2)‖C(M) = ‖(Γa)2‖C(M) = ‖Γa‖2C(M) = ‖a‖2.

等距在上的性质需要对 Banach 代数 A 加上更强的条件, 见下一节的讨论.

例 3.5. T2 紧拓扑空间上的连续函数空间 C(M) 的极大理想的结构.
可以证明, M 'M , 是 ∗-弱拓扑和 M 上固有拓扑的同胚. 一一对应关系为

x0 ∈M 7→ Jx0
= {f ∈ C(M) : f(x0) = 0}.

两者都对应到同态映射

ϕx0
: f 7→ f(x0).

例 3.6. 设 A 为例 3.4 的函数空间, 则有下述结论.

定理 3.20 (Wiener). 若 f ∈ A 满足 f(eiθ) 6= 0, ∀θ, 则 f 可逆.

这是一个分析的命题, 但完全使用代数的方法来证明.

证明. 1. M 和 S1 同胚, 这等价于 ∆ (定义在命题 3.11) 和 S1 同胚. 对任意 θ, 定义同态映射

ϕθ : f 7→ f(eiθ).

θ 7→ ϕθ 显然是一个单射. 下证它还是一个满射. 对任何 J ∈ M, 考虑函数 zn 在同态 ϕJ 下的像, 那
么因为 ‖ϕJ‖ ≤ 1, 所以

|ϕJ(zn)| ≤ 1, ∀n ∈ Z.
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由同态性质,
ϕJ(z

n) = (ϕJ(z))
n.

所以 |ϕJ(z)| 必定等于 1, 否则 n → +∞ 或 n → −∞ 时必有 |ẑn(J)| → ∞. 故存在 θ0 ∈ [0, 2π), 使
得

ϕJ(z) = eiθ0 = z|eiθ0 ⇒ ϕJ(z
n) = einθ0 = zn|eiθ0 .

用 A 中函数的级数表示的一致收敛性即得, 对任何 f ∈ A ,

ϕJ(f) = f(eiθ0).

这样就找到了 ϕJ 的原像 θ0, 故 S1 和 ∆ 一一对应. 6

2. 由条件可知 ϕθ(f) = f(eiθ) 6= 0, ∀θ, 所以 f /∈ J, ∀J ∈ M. 因此 f 是可逆元.

3.3 C∗ 代数

本节定义一种更强的代数结构, 它能保证 Gelfand 表示是等距在上同构.
对合映射是共轭运算 (复数取共轭、Hilbert 空间上有界算子的共轭算子) 的推广.

定义 3.13. A 是代数, 称映射 ∗ : A → A 是对合映射, 如果

1. (共轭线性性) (a+ λb)∗ = a∗ + λb∗, ∀a, b ∈ A , λ ∈ C.

2. (ab)∗ = b∗a∗, ∀a, b ∈ A .

3. (对合性) (a∗)∗ = a, ∀a ∈ A .

例 3.7. C 上有对合映射, 它就是共轭运算 z 7→ z.

例 3.8. A = C(M), M 是紧拓扑空间, ϕ 7→ ϕ, 逐点取共轭的映射是对合映射.

例 3.9. H 是 Hilbert 空间, L (H ) 上的映射 A 7→ A∗ 是对合映射.

定义 3.14. 若 A ,B 上都有对合运算, 且同态映射 ϕ : A → B 保持这个运算, 则称它为 ∗-同态. 若
映射还是一一的, 称为 ∗-同构.

定义 3.15. 设代数 A 上有对合映射, 称 a ∈ A 是自伴元, 如果 a∗ = a.

定义 3.16. 设 A 是有幺元和对合映射 ∗ 的 Banach 代数. 若对任何 a ∈ A 成立

(3.22) ‖aa∗‖ = ‖a‖2,

则称 A 为 C∗ 代数.

例 3.10. C(M),L (H ) 都是 C∗ 代数.

下面是一些基本性质.

引理 3.21. 设 A 是 C∗ 代数.

1. a+ a∗, i(a− a∗), aa∗ 都是自伴元.

2. 对任何 a ∈ A , 存在唯一的分解 a = u+ iv, 使得 u, v 均为自伴元.
6还可以证明 S1 上固有的欧氏拓扑和 ∆ 上的 ∗-弱拓扑同胚.
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3. e 是自伴元.

4. a 可逆 ⇔ a∗ 可逆, 而且 (a−1)∗ = (a∗)−1.

5. λ ∈ σ(a) ⇔ λ ∈ σ(a∗).

证明. (1) 由定义显然.
(2) u = 1

2
(a+ a∗), v = 1

2i
(a− a∗).

(3) e∗ = ee∗ 自伴, 所以 e = (e∗)∗ = e∗.

(4) 存在 b, 使得 ba = ab = e⇔ a∗b∗ = b∗a∗ = e⇔ (a∗)−1 = b∗ = (a−1)∗.

(5) λe− a 可逆 ⇔ λe− a∗ 可逆.

引理 3.22. 设 A 为 C∗ 代数, 那么

1. ‖a‖ = ‖a∗‖, ∀a ∈ A .

2. ‖a2‖ = ‖a‖2, ∀a 自伴.

证明. 由式 (3.22) 知, 只需证明第一个命题.
对任何 a ∈ A , 用式 (3.22),

‖a‖2 = ‖a∗a‖ ≤ ‖a∗‖ · ‖a‖ ⇒ ‖a‖ ≤ ‖a∗‖.

但因为 ∗ 是对合的, 所以反向不等号也成立, 故结论成立.

下面的定理说明, 交换 C∗ 代数的 Gelfand 表示是等距在上同构.

定理 3.23 (Gelfand-Naimark). 设 A 是交换 C∗ 代数, 那么它的 Gelfand 表示 Γ : A → C(M) 是

等距在上 ∗-同构. 此即:

1. ‖Γa‖C(M) = ‖a‖, ∀a.

2. â∗(J) = â(J), ∀a ∈ A , J ∈ M;

3. Γ 是满射;

证明. (1) 保距性. 由定理 3.19, 只要证 ‖a2‖ = ‖a‖2. 利用可交换性,

‖a2‖2 = ‖a2(a2)∗‖ = ‖aaa∗a∗‖ = ‖(aa∗)2‖ = ‖aa∗‖2 = ‖a‖4.

(2) Γ 是 ∗-同态. 对任意元素 a ∈ A , a = u+ iv, 其中 u, v 自伴, 则有 a∗ = u− iv. 所以

Γa = Γu+ iΓv, Γa∗ = Γu− iΓv.

只需说明自伴元 u 的 Gelfand 表示一定是实值函数. 对任意 t ∈ R, 因为 ‖ϕJ‖ ≤ 1, 所以

|ϕJ(u+ ite)|2 ≤ ‖u+ ite‖2 = ‖(u+ ite)(u− ite)‖ = ‖u2 + t2e‖ ≤ ‖u2‖+ t2.

假设 ϕJ(u) = α+ iβ, β 6= 0, 代入上式可得

|α+ i(β + t)|2 ≤ ‖u‖2 + t2,

⇔ α2 + β2 + 2βt ≤ ‖u‖2.

左边是 t 的线性函数, 被常数控制, 一次项系数只能是零. 这也就是说 β = 0 ⇒ ϕJ(u) ∈ R, ∀J ∈ M.
(3) Γ 是满射的证明需要用到如下 Stone-Weierstrass 定理.
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定理 3.24 (Stone-Weierstrass). 设 M 为 T2 紧拓扑空间, A ⊂ C(M) 为闭子代数, 满足

1. 1 ∈ A ;

2. f ∈ A ⇔ f ∈ A ;

3. 对任意 x, y ∈M , 存在 f ∈ A 分离 x, y, 即 f(x) 6= f(y).

那么 A = C(M).

考察 Γ(A ) ⊂ C(M), 我们发现:

1. 1 = Γe ∈ Γ(A );

2. Γa = Γ(a∗) ∈ Γ(A ), 这是结论 (2);

3. 任何两个极大理想 J1 6= J2, 它们互不包含, 则存在 a ∈ J1 \ J2 ⇒ â(J1) = 0, â(J2) 6= 0.

满足 Stone-Weierstrass 定理 3.24 的所有条件, 所以 Γ(A ) = C(M), 结论成立.

3.4 Hilbert 空间上的正常算子

本节将正式开始把前面的理论运用到算子上.

3.4.1 算符演算

定义 3.17. 设 H 是 Hilbert 空间, N ∈ L (H ) 称为正常算子, 如果

(3.23) NN∗ = N∗N.

例 3.11. 有界自伴算子、酉算子都是正常算子.

记 AN 为 L (H ) 中包含 N, I 的最小闭 C∗ 代数. 因为 N,N∗ 可交换, 这等价于一切二元多项
式 p(N,N∗) 在 L (H ) 的闭包, 7 即

(3.24) AN =

{
p(N,N∗) : p(x, y) =

∑
α

aαxα1yα2

}
.

AN 上定义了对合映射

(3.25) ∗ : p(N,N∗) 7→ p(N∗, N).

显然, AN 是有幺元的交换 C∗ 代数. 由 Gelfand-Naimark 定理 3.23, AN 的 Gelfand 表示是等距在
上 ∗-同构.
为了把这个同构转换到谱集 σ(N) 上, 首先来刻画 AN 的极大理想集合 MN 和 σ(N) 的关系.

定理 3.25. 设 N 是 Hilbert 空间上的正常算子, AN 如 (3.24) 所定义, MN 是它的极大理想集合,
赋以 ∗-弱拓扑, 则拓扑意义下

(3.26) σ(N) ' σAN
(N) ' MN .

7这里是用算子范数取闭包, 而多项式取一致的闭包只能得到连续函数, 所以它形式上就是 N 的所有连续函数的空间. 但我们的目标是集
合的示性函数, 它们只能通过逐点极限, 也就是强极限来定义, 所以之后需要扩张这个集合.
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且同胚映射为

(3.27) ψ0 :

M → σ(N),

J 7→ ΓN(J) = ϕJ(N).

证明下述两个引理, 就可以依次推出定理 3.25.

引理 3.26 (Shilov). 设 A 是有幺元的 Banach 代数, B ⊂ A 是包含幺元的闭子代数. 对每一个
a ∈ B, 记它在 A ,B 中计算出的谱集分别为 σA (a), σB(a), 则

(3.28) ∂σB(a) ⊂ ∂σA (a).

这里 ∂ 是复平面上集合的边界.

引理 3.27. 设 A 是 C∗ 代数, B ⊂ A 是关于对合 ∗ 封闭的闭交换子代数, 则

1. a ∈ B, 则 a 在 B 中可逆当且仅当 a 在 A 中可逆.

2. σB(a) = σA (a), ∀a ∈ B.

我们仅仅说明式 (3.27) 定义的映射 ψ0 是一个一一映射.

证明. 由命题 3.16 可知, ΓN 在 MN 上的值域恰为 σ(N), 所以 ψ0 是满射.
再证 ψ0 是单射. 首先我们注意到至今定义的符号满足关系:

(3.29) ψ0(J) ≡ ϕJ(N) ≡ ΓN(J) ∈ σ(N).

若 ψ0(J1) = ψ0(J2), 那么立即得到

ϕJ1(N) = ϕJ2(N).

由 C∗ 代数的性质, ϕJ 都是 ∗-同态. 所以两边取共轭/对合可得

ϕJ1(N
∗) = ϕJ2(N

∗).

由同态性质, 该关系可扩充到任何多项式 p(N,N∗) 上, 取闭包可得

ϕJ1(A) = ϕJ2(A), ∀A ∈ AN .

因而必有 J1 = J2. 单性得证.

由 MN ' σ(N), 和同构映射 ψ0 = ΓN , 立即得到下列结论.

推论 3.28. AN 与 C(σ(N)) 等距在上 ∗-同构, 同构映射为

(3.30) Γ̃ = (ψ−1
0 )∗ ◦ Γ.

其中 (ψ−1
0 )∗ 表示拉回映射.

以及一些基本性质:

命题 3.29. ∀z ∈ σ(N), 成立

1. Γ̃N(z) = z;

2. Γ̃N∗(z) = z;
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3. Γ̃I(z) ≡ 1;

4. Γ̃Nn(z) = zn.

证明. 只说明第一条. ∀z ∈ σ(N), 根据定义,

Γ̃N(z) = ΓN(ψ−1
0 z) = ψ0(ψ

−1
0 z) = z.

下面的图表显示了这些映射之间的联系.

MN

AN σ(N)

C

C(MN )

ψ0=N̂

Γ

C(σ(N))

然后我们终于能够定义连续函数的算符演算.

定义 3.18. 对任何 ϕ ∈ C(σ(N), 定义 ϕ 作用在 N 上的值为

(3.31) ϕ(N) = Γ̃−1(ϕ) ∈ AN .

除去基本的同态性质之外, 还有以下结论.

命题 3.30. N 是正常算子, 那么对任何连续函数 ϕ,ψ,

1. σ(ϕ(N)) = ϕ(σ(N));

2. ψ(ϕ(N)) = (ψ ◦ ϕ)(N).

其中, 第二个等式左端的含义为对正常算子 ϕ(N) 应用算符演算 ψ, 右端的含义为对正常算子 N 应

用算符演算 ψ ◦ ϕ.

证明. (1) 由前面的引理 3.27, 只需证明 ϕ(N) 在 AN 中的谱等于右边. 而根据定理 3.16 的结论,

σAN
(ϕ(N)) = R(Γϕ(N)) = R(Γ̃ϕ(N)) = R(ϕ) = ϕ(σ(N)).

(2) 对 ϕ(σ(N) 上的任意二元多项式 g(z) = p(z, z∗), 由 Γ̃ 的同态性质,

g(ϕ(N)) = p(ϕ(N), ϕ(N)∗) = (g ◦ ϕ)(N).

对它取闭包即得结论.

例 3.12. 正算子与平方根.

命题 3.31. N 是自伴算子当且仅当 σ(N) ⊂ R.

证明. N 是自伴元 ⇔ Γ̃N = z 是 σ(N) 实值函数 ⇔ σ(N) ⊂ R.

命题 3.32. N 是正自伴算子当且仅当 σ(N) ⊂ R≥0.
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证明. 充分性. 若 σ(N) ⊂ R≥0, 则
√
x 是 σ(N) 上连续函数, 所以可定义 Q =

√
N . 它的 Gelfand 表

示是实值, 所以也自伴. 故 N = Q2 = QQ∗, 是正算子.
必要性. 因为 N 自伴, 所以 σ(N) ⊂ R. 在实数轴上 x = x+ − x− 拆成正部和负部, 用 Γ̃−1 作用

得到 N = N+ −N−. 用谱集的变换 (命题 3.30) 容易看出, σ(N±) ⊂ R≥0, 所以根据充分性的证明它

们都是正算子, 且满足 N+N− = N−N+ = Γ̃−1(x+x−) = 0.
对任何 x ∈ R,

0 ≤ (N−x,NN−x) = (N−x,−N2
−x) = −(x,N3

−x) ≤ 0.

利用自伴算子的性质

(3.32) sup
‖x‖=1

|(x,Ax)| = ‖A‖

可知 ‖N3
−‖ = 0. 而自伴算子的范数等于其谱半径, 所以

‖N−‖ = lim
n→∞

‖N3n
− ‖ 1

3n = 0.

故 N = N+, σ(N) ⊂ R+.

从上面命题的证明中还可以看出:

命题 3.33. 若 N 是正自伴算子, 则存在唯一的正算子 Q, 满足 N = Q2. 称 Q 为 N 的平方根, 记
为

√
N .
任意和 N 可交换的算子必定和 Q 可交换.

证明. 存在性已经证明.
若 AN = NA, 则对任何多项式 p, Ap(N) = p(N)A. 在 σ(N) ⊂ R≥0 上

√
x 被多项式一致逼近,

所以取闭包即得 A
√
N =

√
NA.

最后证唯一性. 假设还有正算子 Q1 满足 Q2
1 = N,Q1 ≥ 0. 那么 Q1N = NQ1 = Q3

1, 可交换, 所
以 Q1, Q 可交换. 定义 A 为 I,Q,Q1 生成的 C∗ 代数, 则它的 Gelfand 表示满足

(Q̂)2 = (Q̂1)
2 = N̂ ,

且 Q̂, Q̂1 ≥ 0. 这说明 Q̂ = Q̂1 ⇒ Q = Q1.

3.4.2 谱分解

首先需要关于投影算子的几个结论, 以下均默认 P1, P2, . . . 是投影算子. 前面已经给出判别投影
算子的方法 (引理 2.31).

引理 3.34. P1P2 是投影算子 ⇔ P1, P2 可交换.

引理 3.35. P1 + P2 是投影算子 ⇔ P1P2 = 0 或 P2P1 = 0 或 R(P1) ⊥ R(P2).

引理 3.36. P2 − P1 为投影算子 ⇔ P1 是 P2 的部分算子, 即 R(P1) ⊂ R(P2).

引理 3.37. P1 是 P2 的部分算子 ⇔ P1P2 = P2P1 = P1 或 ‖P1x‖ ≤ ‖P2x‖, ∀x.

记 B(σ(N)) 为 σ(N) 上有界可测函数的集合. 我们要将算符演算 ϕ(N), ϕ ∈ C(σ(N)) 通过弱

极限的方式推广到 ϕ ∈ B(σ(N)) 上去. 理论基础是下面的 Riesz 表示定理.
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定理 3.38 (Riesz 表示定理). 设 M 是 T2 紧空间 (Hausdorff 空间), 则对任何 f ∈ C(M)∗, 存在唯
一的复值 Borel 测度 µ, 即完全可加的集合函数 µ : B(M) → C, 满足 |µ|(M) <∞, 且

(3.33) 〈f, ϕ〉 =
∫
M

ϕ(x)µ(dx), ∀ϕ ∈ C(M).

注 3.5. Riesz 表示定理表明, 任何定义在连续函数上的有界线性泛函可以延拓到有界可测函数上去.
我们希望能对取算子值的 φ(N) 应用该定理, 但不能直接对算子使用, 所以需要把问题转化为实数.

定义 3.19. N 是正常算子. 对任意 x, y ∈ H , ϕ ∈ C(σ(N)), 有共轭双线性泛函

aφ(x, y) = (x, ϕ(N)y).

它满足

|(x, ϕ(N)y)| ≤ ‖x‖ · ‖ϕ‖∞ · ‖y‖,

所以是 C(M) 上的有界线性泛函. 由 Riesz 表示定理, 存在唯一复值绝对有限 Borel 测度 mx,y(dz),
使得

(3.34) aφ(x, y) =

∫
σ(N)

ϕ(z)mx,y(dz).

称 mx,y 为 x, y 决定的谱测度.

命题 3.39. 谱测度有界, 即

(3.35)
∫
σ(N)

|mx,y(dz)| ≤ ‖x‖ · ‖y‖

命题 3.40. 谱测度关于 x, y 满足共轭双线性, 即:

1. mx1+αx2,y = mx1,y + αmx2,y;

2. mx,y1+αy2 = mx,y1 + αmx,y2 .

注 3.6. 把谱测度零延拓到 C 的其它位置, 定义 “累积分布”

(3.36) Mx,y(z) = mx,y (((−∞,Re z]× (−∞, Im z]) ∩ σ(N)) ,

那么谱测度还能写成 Stieltjes 积分

(3.37) (ψ(N)x, y) =

∫
C
ψ(z) dMx,y(z).

有了谱测度后, 因为它绝对有限, ∀x, y, 所以可以定义有界可测函数关于它的 Lebesgue 积分, 即
在 (3.34) 中把 ϕ 换成任意有界可测函数 ψ ∈ B(σ(N)), 形式地写成

(3.38) aψ(x, y) =

∫
σ(N)

ψ(z)mx,y(dz).

用测度 mx,y 的有界性得出

|aψ(x, y)| ≤ ‖ψ‖∞
∫
σ(N)

|mx,y(dz)| = ‖ψ‖∞‖x‖‖y‖,

所以它是连续的. 再用一次 Hilbert 空间上的 Riesz 表示定理, 存在唯一有界线性算子 A, 使得

(Ax, y) = aψ(x, y), ∀x, y.
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把这个算子定义为 ψ(N) 的值. 记这个映射为

(3.39) τ :

B(σ(N)) → L (H ),

ψ 7→ ψ(N).

则我们有下述结论.

定理 3.41. N 是正常算子, 符号 mx,y, ψ(N), τ 如上文所定义.

1. τ 是 B(σ(N)) 到 L (H ) 的 ∗-同态, 且是 Gelfand 表示的逆 Γ̃−1 的延拓;

2. ‖τψ‖ ≤ ‖ψ‖∞, ∀ψ ∈ B(σ(N)).

3. (强连续性) 若对任何 x ∈ H , mx,x-a.e. 成立 ψn → ψ, 且 ‖ψn‖∞ ≤M 一致有界, 那么

(3.40) s– lim
n→∞

ψn(N) = ψ(N).

4. 若 A 和 N 交换, 那么 A 和 ψ(N) 也交换, 对任何 ψ ∈ B(σ(N)).

注 3.7. 简要给出证明第三条性质的思路. 对 ϕ ∈ C(σ(N)), 有

‖(ϕn(N)− ϕm(N))x‖ = (x, [|ϕn − ϕm|2](N)x)

∫
σ(N)

= |ϕn − ϕm|2|mx,x(dz)| → 0,

根据 Lebesgue 控制收敛定理. 对一般的有界可测函数列 ψn, 用逐点收敛的连续函数列 ϕn 进行逼

近.

下面我们把弱形式 (3.34) 换成算子形式, 就能真正得到谱分解. 弱形式是对复值测度 mx,y 的积

分, 算子形式应该对算子值测度积分. 为此先定义算子值测度, 即谱族.

定义 3.20. 设 X 为局部紧拓扑空间, B 是 X 上 Borel σ-代数, P(H ) 为 H 上投影算子的集合.
称 E : B → P(H ) 是一个谱族, 记为 (X ,B, E), 若它满足

1. (归一化) E(X ) = I;

2. (可列可加性) 对两两不相交的可测集列 {Ai}, 在算子强收敛意义下

(3.41) E

(
∞⋃
i=1

Ai

)
= s–

∞∑
i=1

E(Ai).

立即得到谱族的一些基本性质.

命题 3.42. 1. E(∅) = 0;

2. A ⊂ B, 则 E(A) = E(A)E(B);

3. A ∩B = ∅, 则 E(A)E(B) = 0;

4. E(A ∩B) = E(A)E(B).

证明. 1. 对 X ,∅ 用可列可加性即得结论.
2. 由可列可加性, E(B) = E(A) + E(B \A), 所以 E(A) 是 E(B) 部分算子, 由引理得 E(A) =

E(A)E(B) = E(B)E(A).
3. 由可列可加性, E(A) + E(B) = E(A ∪ B), 所以 E(A), E(B) 的和是投影算子, 由引理得

E(A)E(B) = E(B)E(A) = 0.
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4. 对 A,A ∩B 用结论 2, 得到

E(A)E(A ∩B) = E(A ∩B).

对 A,B \A 用结论 3, 得到
E(A)E(B) = E(A)E(A ∩B).

得证.

对于正常算子 N , 它的函数已经与 C 上的 Lebesgue 积分联系了起来, 所以借助集合的示性函
数 χ 即可定义 C 上的谱族. 对任意 Ω ∈ B(C),

(3.42) E(Ω) = EN (Ω) = τ(χΩ∩σ(N)).

由算子函数的谱等于谱的函数, σ(E(Ω)) = χΩ∩σ(N) = {0, 1}, 幂等且自伴, 是投影算子, 且满足可列
可加性. 所以它是一个谱族. 谱族 E 和谱测度 mx,y 的关系为

(3.43) (E(Ω)x, y) =

∫
Ω∩σ(N)

mx,y(dz) = mx,y(Ω ∩ σ(N)).

注 3.8. 这里需要补充说明的是强收敛意义下可加性条件, 因为用二次型 (3.41) 定义的算子只能直
接推出弱收敛性. 用到的主要性质是投影算子 ‖E(Ω)‖ ≤ 1, 具体参见下一章的引理 4.16.

这样就有下面的谱分解定理. 它仅仅是改变了定理 3.41 的叙述方式.

定理 3.43 (谱分解定理). N 为正常算子, (C,B, E) 是由 (3.42) 所定义的谱族, 那么对任何有界可
测 ψ ∈ B(σ(N)), 存在唯一的算子 ψ(N) ∈ L (H ), 使得对任意 x, y ∈ H ,

(3.44) (ψ(N)x, y) =

∫
σ(N)

ψ(z)(E(dz)x, y).

并且把它形式地记作

(3.45) ψ(N) =

∫
σ(N)

ψ(z)E(dz).

称为 N 的谱分解.

注 3.9. 可以看出, 式 (3.45) 的含义实际上是弱意义的积分收敛. 对简单函数 ϕ, 假设

ϕ =
∑
i

ciχAi

那么算子值 Lebesgue 积分 (3.45) 变为求和, 和内积可交换, 所以它和 (3.44) (也就是(3.34) 式) 是等
价的.
对一般的 ψ ∈ B(σ(N)), 用简单函数 ψn → ψ. n→ ∞ 时,∫

σ(N)

ψn(z)(E(dz)x, y) →
∫
σ(N)

ψ(z)(E(dz)x, y),

(ψn(N)x, y) → (ψ(N)x, y).

所以在算子弱收敛意义下 (3.45) 成立.
我们可以证明这个收敛也是一致的. 用简单函数 ψn 逼近 ψ, 可以得到 (3.45) 右端的算子值

Lebesgue 积分按算子范数收敛到 ψ(N):

(3.46) ‖ψn(N)− ψ(N)‖ → 0. (n→ ∞)
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根据上面的注, 有更一般的谱分解定理.

定理 3.44. 设 N 是正常算子, (C,B, E) 为谱族. 则对任意 ψ ∈ B(σ(N)), 积分∫
σ(N)

ψ(z)E(dz)

在一致意义下收敛, 而且
ψ(N) =

∫
σ(N)

ψ(z)E(dz).

下列定理给出了用谱族积分估计算子模的方式.

定理 3.45. 设 ψ ∈ B(σ(N)), 则有

(3.47) ‖ψ(N)x‖2 =
∫
σ(N)

|ψ|2mx,x(dz) =
∫
σ(N)

|ψ|2‖E(dz)x‖2.

利用谱测度和谱族的关系 (3.43), 证明是显然的.

注 3.10. 该定理可形式地看作对

ψ(N)x =

∫
σ(N)

ψ(z)E(dz)x

求范数. 根据谱族性质, 积分号下的微元两两正交, 所以可以分别求范数然后求和.

例 3.13. A 是有界自伴算子, 则 σ(A) ∈ R, 谱族限制在 R 上. 定义

(3.48) E(λ) = E((−∞, λ]),

则我们把谱族积分写成 Stieltjes 积分

(3.49) A =

∫ ∞

−∞
λ dE(λ).

容易从 E(λ) 的定义看出它单调且右连左极, 也就是:

1. λ ≤ λ′ 是, E(λ) 是 E(λ′) 的部分算子.

2. λ′ → λ+ 0 时, E(λ′) → E(λ), 在强极限意义下.

3. E(infσ(A)) = 0, E(supσ(A)) = I.

对于无界自伴算子, 我们也将导出类似的结论.

例 3.14. U 是酉算子, 则 σ(U) ⊂ S1, 可以把谱族限制在 S1 上, 并且用参数 θ ∈ [0, 2π) 描述. 定义

(3.50) F (θ) = E(ei[0,θ]),

则

(3.51) U =

∫ 2π

0

eiθ dF (θ).

注 3.11. 对于正常算子我们也可以定义 Riesz 投影 P (2.37). 采用前文记号, 则它和谱族的关系为

(3.52) P =

∮
Γ

RN (λ) dλ =

∫
Σ1

E(dz).

这从另一个角度解释了为什么 N 限制在 P 上会只剩下 Σ1 中的谱点.
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证明. 用 Cauchy 积分公式.

LHS =

∮
Γ

dλ
∫∫

σ(N)

(λ− z)−1E(dz)

=

∫∫
σ(N)

E(dz)
∮
Γ

dλ
λ− z

=

∫∫
Σ1

1 · E(dz) +
∫∫

Σ2

0 · E(dz) = RHS.

同时也表明正常算子的 Riesz 投影也是正交投影.

谱分解是最强有力的工具!

3.4.3 谱集性质

对于正常算子, 仿照前面可以定义其点谱, 连续谱, 剩余谱; 离散谱, 本质谱.

定理 3.46. N 是正常算子. λ ∈ σp(N) ⇔ E({λ}) 6= 0.

证明. 必要性. 因为 λ 是点谱, 存在 x0 6= 0, 使得 Nx0 = λx0. 定义有界可测函数

fn(z) =

(λ− z)−1, |z − λ| ≥ 1
n
,

0, |z − λ| < 1
n
,

它满足

fn(z)(λ− z) = χ|z−λ|≥ 1
n
.

所以由测度可加性,
fn(N)(λ−N) = I − E(B 1

n
(λ)).

两边作用于 x0, 得
0 = x0 − E(B 1

n
(λ))x0.

n→ ∞, 由谱族强连续性, 右边 → E({λ})x0, 故

E({λ})x0 = x0 ⇒ E({λ}) 6= 0.

充分性. 因为 E({λ}) 6= 0, 可以在值域中取 x, 则有

Nx =

∫
σ(N)

zE(dz)x =

∫
σ(N)

zE(dz)E({λ})x = λE({λ})x = λx,

所以 λ 是点谱.

注 3.12. 该定理表明, 点谱的谱族一定非零, 而且投影的值域恰为它的特征子空间.
这给我们提供了谱族的直观认识: 被积的项 ψ(z)E(dz) 就是把在 E(dz) 值域上的正交投影伸缩

ψ(z) 倍. 这在形式上和有限维正常算子的谱分解是一致的.

(3.53) N̂ =
∑
i

λi |λi〉 〈λi| .

定理 3.47. 设 N 是正常算子, 那么 σr(N) = ∅.

证明. 假设存在 λ, R(λ−N) 6= H , 那么存在正交补中的元素 y 6= 0, 所以有 (λ−N∗)y = 0. 由定理

3.46, 记 N∗ 的谱族为 E∗, 则 E∗({λ}) 6= 0.

因为 N = (N∗)∗, 所以 E({λ}) = E∗({λ}) 6= 0, 从而 λ 是点谱, 矛盾!
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注 3.13. 定理证明过程中用到了有界可测函数作用下谱族的变换. 一般地, 若 L = ϕ(N) 是 N 的函

数, 则对任何 L 的函数 ψ(L), 它也可以看成 N 的函数 [ψ ◦ ϕ](N), 即

(3.54) ψ(L) =

∫
σ(L)

ψ(w)EL(dw) =
∫
σ(N)

[ψ ◦ ϕ](z)EN (dz).

取 ψ = χA, 那么

(3.55) EL(A) =

∫
σ(N)

χ{φ(z)∈A}EN (dz) =
∫
φ−1(A)

EN (dz) = EN (ϕ
−1(A)).

因此谱族的变换关系和一般测度的推前映射是一致的.

(3.56)

F : X → Y ,

µ♯(A) = µ(F−1A).

把该关系应用到无界变换 (Cayley 逆变换), 即可获得无界自伴算子的谱分解.

定理 3.48. λ ∈ σ(N) ⇔ E(U) 6= 0, 对任意邻域 U 3 λ.

证明. 充分性. 假设 λ ∈ ρ(N), 则存在 U 3 λ,U ∩ σ(N) = ∅ ⇒ E(U) = 0, 矛盾.
必要性. 假设存在 U = B(λ, δ), E(U) = 0, 则 λ /∈ σp(N), 因为没有剩余谱, 所以 λ ∈ σc(N),

λ−N 的逆无界. 故存在 xn ∈ H , ‖xn‖ = 1, ‖(λ−N)xn‖ → 0. 用谱分解估计它的界.

‖(λ−N)xn‖2 =
∫

‖λ− z‖2‖E(dz)x‖2

=

∫
|z−λ|>δ

‖λ− z‖2‖E(dz)x‖2 +
∫
|z−λ|≤δ

‖λ− z‖2 · 0

=

∫
|z−λ|>δ

‖λ− z‖2‖E(dz)x‖2 +
∫
|z−λ|≤δ

δ2 · 0

≥
∫
C
δ2‖E(dz)x‖2 = δ2‖x‖2,

矛盾!

3.5 无界自伴算子的谱分解

设 A 是 Hilbert 空间 H 上无界自伴算子, 那么其 Cayley 变换

(3.57) U = (A− iI)(A+ iI)−1

是酉算子, 有谱分解

U =

∫ 2π

0

eiθ dF (θ).

通过它即可诱导出 A 的谱族 E(λ), λ ∈ R.
由 Cayley 逆变换的表达式

(3.58) A = i(I + U)(I − U)−1,

可知 A 可以看作 U 的一个 (无界) 函数, 从而根据正常算子的算符演算理论, 形式地导出谱集的对
应关系为

(3.59) λ↔ i
1 + eiθ
1− eiθ = i

e−iθ/2 + eiθ/2
e−iθ/2 − eiθ/2 = − cot θ

2
.8

8这时, 我们发现下列直观认识得到了验证: Cayley 变换是实数轴 R 到单位圆周 S1 的共形映射.
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从而定义谱族

(3.60) E(λ) = F (θ) =

∫ θ

0

EU (dθ).

它是 (S1,B(S1), EU ) 的推前, 所以也是谱族. 可以仿照 (3.45), 把自伴算子写成 Stieltjes 积分形式

(3.61) A =

∫
R
λ dE(λ).

Cayley 逆变换后的谱族 E(λ) 确实是良定义的. 但因为算子无界, 我们不能指望积分 (3.61) 在
全空间都有定义, 更不用说强收敛了. 先从有界函数开始.

定义 3.21. 设 A 是自伴算子, (R,B(R), E) 是由它的 Cayley 变换诱导出的谱族, ϕ ∈ B(R) 为有界
可测函数, 则定义 A 的函数 ϕ(A) 为

(3.62) ϕ(A) =

∫ ∞

−∞
ϕ(λ) dE(λ).

ϕ(A) 是有界线性算子.

注 3.14. 任何有界函数 ϕ 总是可以拉回 Cayley 变换 U 的谱集上处理, 所以能保证良定义性.

对一般的可测函数 ψ, 我们采用有限截断

(3.63) ψn =

ψ, |ψ| ≤ n,

0, |ψ| > n.

并且对所有使得有限截断收敛 (n→ ∞) 的 x 定义其强极限为 ψ(A) 的值. 具体地, 有下述定理.

定理 3.49. 定义

(3.64) Dψ =

{
x ∈ H :

∫ ∞

−∞
|ψ(λ)|2‖E(dλ)x‖2 <∞

}
.

则 Dψ 在 H 中稠, 且对任何 x ∈ Dψ, 存在极限

(3.65) ψ(A)x = lim
n→∞

ψn(A)x.

证明. 1. Dψ 稠密性. 记 Fn = {ψ ≤ n}, 我们证明

χFn
(A) = E(Fn)

的值域在 Dψ 中. 对任何 x ∈ R(E(Fn)),∫
R
|ψ(λ)|2‖E(dλ)x‖2 =

∫
R
|ψ(λ)|2‖E(dλ)E(Fn)x‖2

=

∫
Fn

|ψ(λ)|2‖E(dλ)x‖2 +
∫
FC

n

|ψ(λ)|2 · 0

≤ n‖x‖2 <∞.

所以 x ∈ Dψ. 而显然又有 Fn ↗ I, 所以 Dψ 稠.
2. 收敛性. 因为对任意 x ∈ Dψ, |ψ|2 的积分有限, 而且 |ψn| ≤ |ψ|, ∀λ, 由控制收敛定理即得

lim
n→∞

∫
ψn(λ)E(dλ)x =

∫
ψ(λ)E(dλ)x.
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取 ψ(λ) = λ 即得, 在 D(A) 中, A 可以写成(3.61) 的形式, 而且是强收敛的.
还有如下一些定理, 略去证明.

定理 3.50. A 是自伴算子. 若 ψ 是可测函数, 则 ψ(A) 是闭算子.

定理 3.51. A 是自伴算子. 若 ψ 是实值函数, 则 ψ(A) 是自伴算子.

定理 3.52 (von Neumann). A 是自伴算子, 则存在唯一谱族 E(λ) 使得 (3.61) 成立.

证明. 存在性的部分已经构造出来了, 只证唯一性.
假设有两个谱族 E(λ), E′(λ) 满足条件, 那么 Cayley 变换的谱族为

F (θ) = E

(
− cot θ

2

)
= E′

(
− cot θ

2

)
, ∀θ ∈ [0, 2π).

所以 E = E′.

现在我们终于可以证明上一章中的如下两个估计. 注意 z ∈ ρ(A) 时, (z − λ)−1, λ(z − λ)−1 都是

σ(A) 上的有界连续函数.

(2.35) : (z −A)−1 =

∥∥∥∥∫
R
(z − λ)−1E(dλ)

∥∥∥∥ ≤ 1

dist(z, σ(A)) .

(2.50) : A(z −A)−1 =

∥∥∥∥∫
R

λ

z − λ
E(dλ)

∥∥∥∥ ≤ sup
x∈σ(A)

∣∣∣∣ x

λ− x

∣∣∣∣ .
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Chapter 4

算子半群

4.1 无穷小生成元

本节的讨论基于 Banach 空间.

4.1.1 算子半群的定义

定义 4.1. X 是 Banach 空间, 一族有界线性算子 {Tt}t≥0 称为强连续算子半群, 如果满足

(1) T0 = I;

(2) 半群性质: TsTt = Ts+t, ∀s, t ≥ 0;

(3) 强连续性: 对任何 x ∈ X , Ttx 是关于 t ∈ [0,∞) 的连续映射.

注 4.1. 由半群性质, 可以把条件 3 改为等价的条件:

(3′) Ttx 在 t = 0 处连续.

这个条件加上性质 (2) 可以立即导出右侧的强连续性.
至于左侧的强连续性, 首先有一个较弱的命题, 它来自共鸣定理.

命题 4.1. 设算子族 {Tt}t≥0 满足性质 (1), (2), (3′), 那么对任意 t0 > 0, {Tt}t∈[0,t0] 一致有界.

证明. 固定 x ∈ X . 设 h = N−1t0, N ∈ N, 将区间分为 N 段. 由强连续性 (3′) 以及 (1), 存在 N 使

得

sup
a∈[0,h]

‖Tax‖ ≤ ‖x‖+ ε <∞.

而 Tnh, n = 0, . . . , N−1是有限个算子,所以对任何 t = nh+a ∈ [0, t0], n ∈ {0, . . . , N−1}, a ∈ [0, h],,
由半群性质 (2),

sup
t∈[0,t0]

‖Ttx‖ = sup
n,a

‖TnhTax‖ ≤ sup
n

‖Tnh‖ · sup
a∈[0,h]

‖Tax‖ <∞.

由 x 的任意性, 用共鸣定理即得结论.

所以 h→ 0+ 时,
Tt−hx− Ttx

(2)
= Tt−h(I − Th)x)

(3′)−→ 0.

左强连续性得证.

69
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注 4.2. 如果第三条性质改为 ‖Tt − I‖ → 0, t→ 0+, 结论更强, 改称为一致连续算子半群.

例 4.1. Rd 上线性自治系统. 设 A 是 d 阶矩阵,

(4.1)

ẋ = Ax,

x(0) = x0.

那么映射 Tt : x0 → x(t;x0) 是强连续半群.

1. 性质 1 显然.

2. 由线性方程组解的唯一性, 性质 2 满足.

3. 性质 3 显然.

该算子可以显式写成

(4.2) Ttx = etAx,

其中

(4.3) etA =
∞∑
k=0

tkAk

k!
.

而且它还是一个一致连续的半群.

例 4.2. A ∈ L (X ), 定义和 (4.3) 形式相同的算子指数,

etA =
∞∑
k=0

tkAk

k!
,

则它在算子范数意义下一致收敛, 且 Tt = etA 构成一致连续的算子半群. 对任何 x ∈ X , 轨道

{Ttx}t≥0 可微, 且

(4.4) d
dt(Ttx) = AetAx = etAAx, ∀t ≥ 0,

这说明 etAx0 是 Banach 空间上线性自治系统 4.1 的唯一解. 显然, 算子 A 可以通过半群在 t = 0 处

取微分来获得.

4.1.2 无穷小生成元

当 A 是无界算子时, 不能像例 4.2 一样定义算子指数, 或者对轨道取微分. 我们从后一种思路出
发, 即通过半群来构造无界算子, 使之满足公式 (4.4).

定义 4.2. 设 {Tt}t≥0 是算子半群. 记

At =
Tt − I

t
,(4.5)

D(A) = {x ∈ X : lim
t→0+

Atx 存在},(4.6)

Ax = lim
t→0+

Atx, ∀x ∈ D(A).(4.7)

称算子 A 为 {Tt} 的 (无穷小) 生成元.
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定理 4.2. 对任何强连续算子半群 {Tt}, 其生成元 A 是稠定闭算子. 对任何 x ∈ D(A), Ttx ∈
D(A), ∀t ≥ 0, 而且

(4.8) d
dt(Ttx) = TtAx = ATtx, ∀t ≥ 0.

证明. 1. 显然 A 是一个线性算子, 要证明其稠定, 即对任意 x, 存在 xn ∈ D(A), xn → x.
令

(4.9) xs =
1

s

∫ s

0

Ttx dt

是 x 的某种 “磨光”, 则由算子强连续性 s→ 0 时 xs → x. 另一方面, 对任何 h > 0,

Ahxs =
1

sh

∫ s

0

(Th − I)Ttx dt

=
1

sh

∫ s

0

(Tt+hx− Ttx) dt

=
1

sh

(∫ s+h

s

Ttx dt−
∫ h

0

Ttx dt
)

→ Ts − I

s
x. (h→ 0)

所以 xs ∈ D(S), 稠定性得证.
2. 微分性质. 设 x ∈ D(A), 那么由半群性质, 对任何 t ≥ 0, h > 0,

1

h
(Tt+h − Tt)x =

Th − I

h
Ttx = Tt

Th − I

h
x→ TtAx, h→ 0.

第二个式子表明 AhTtx 的极限存在, 所以 Ttx ∈ D(A), 且等式 (4.8) 对右导数成立. 对于左导数,

1

h
(Tt − Tt−h) =

Th − I

h
Tt−hx = Tt−h

Th − I

h
x.

由命题 4.1, {Tt}t∈[0,t0] 一致有界. 因为 Th−I
h
x 收敛于 Ax, 所以整个式子收敛于 TtAx = ATtx.

用 ∂t(Ttx) = TtAx 的形式可得 Ttx 关于 t 的导函数也连续, 所以满足微积分基本定理:

(4.10) Ttx− x =

∫ t

0

TsAx dx =

∫ t

0

ATsx dx, ∀x ∈ D(A).

3. 闭性. 假设 xn → x,Axn → y. 则对给定的 h > 0, 用 (4.10),

Ahx = lim
n→∞

Ahxn = lim
n→∞

1

h

∫ h

0

TtAxn dt = 1

h

∫ h

0

Tty dt.

令 h→ 0, 由强连续性右边极限存在且等于 y, 所以 x ∈ D(A), Ax = y. 得证.

注 4.3. 如果把算子半群强连续加强为一致连续, 那么可以证明 A 是有界算子, 定义域为全空间, 且
一定有 Tt = etA. 这是因为若 Tt 一致连续, 那么式 (4.9) 定义的映射 Is : x 7→ xs 是可逆的, 对充分
小的 s.

‖Is − I‖ ≤ 1

s

∫ s

0

‖Tt − I‖dt ≤ sup
[0,s]

‖Tt − I‖ → 0.

4.1.3 压缩半群, Hille-Yosida 定理

另一半的问题是, 如何通过稠定闭算子 A 构造出以它为生成元的半群 {Tt}. 这并不一定总是可
行.
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定义 4.3. 设 {Tt} 是算子半群, 称它是压缩半群, 如果 ‖Tt‖ ≤ 1, ∀t ≥ 0..

下面的事实展示了压缩半群和它的无穷小生成元的关系.

引理 4.3. 对于强连续压缩半群 {Tt}, 任何实部大于 0 的复数 λ, Tt 的 Laplace 变换作为一个算子
值 Riemann 积分是良定义的.

(4.11) Rλ =

∫ ∞

0

e−λtTt dt.

算子 Rλ 满足

(4.12) ‖Rλ‖ ≤ 1

Reλ,

且如果记 A 为生成元, 则有

(4.13) Rλ = (λ−A)−1.

证明. ‖Rλ‖ 的范数估计是显然的. 为证明 Rλ 就是预解式, 需要说明两件事:

1. Rλ(λ−A)x = x, ∀x ∈ D(A).

2. Rλx ∈ D(A) 且 (λ−A)Rλx = x, ∀x ∈ X .

由 (4.8), Tt 与 A 可交换 (在 D(A) 上), 所以 λ−A 和 Rλ 可交换. 故由 D(A) 的稠密性和 A 的

闭性, 只需验证 Rλ(λ−A)x = x, ∀x ∈ D(A). 用 A 的定义.

Rλ(λ−A)x = λRλx− lim
h→0+

Rλ
Th − I

h
dx

=

∫ ∞

0

λe−λtTtx dt− lim
h→0+

∫ ∞

0

e−λtTt+h − Tt
h

x dt

=

∫ ∞

0

λe−λtTtx dt− lim
h→0+

1

h

(
eλh
∫ ∞

h

e−λtTtx dt−
∫ ∞

0

e−λtTtx dt
)

=

∫ ∞

0

λe−λtTtx dt+ lim
h→0+

1

h

∫ h

0

e−λtTtx dt− lim
h→0+

eλh − 1

h

∫ ∞

h

e−λtTtx dt

= λRλx+ x− λRλx = x.

得证.

注 4.4. 如果把 Tt 形式地记作 etA (在 A 是有界线性算子的情形是正确的), Laplace 变换可以进行
形式演算.

Rλ =

∫ ∞

0

e−λt+tA dt =
∫ ∞

0

e−t(λ−A) dt = (λ−A)−1.

注 4.5. 该引理表明, 生成元和压缩半群之间有某种程度上的一一对应关系.

上述命题说明整个右半平面都在压缩半群生成元的预解集中. 但为了从一个稠定闭算子得到压
缩半群, 只需要稍弱一些的条件. 有下面的重要定理.

定理 4.4 (Hille-Yosida). 稠定闭算子 A 是强连续压缩半群的生成元当且仅当它满足

(1) (0,+∞) ∈ ρ(A).

(2) ‖(λ−A)−1‖ ≤ λ−1, ∀λ > 0.
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证明. 必要性由引理 4.3 立即推出. 下证充分性.
由条件 (1), 构造有界算子列

(4.14) Bλ = λ2(λ−A)−1 − λI.1

那么 ‖Bλ‖ ≤ 2λ. 分几步来证明 Hille-Yosida 定理.

命题 4.5 (构造有界算子的逼近). 在 D(A) 中, Bλ
s−→ A (λ→ ∞).

对任何 x ∈ D(A), 有

Bλx−Ax = λA(λ−A)−1x−Ax = [λ(λ−A)−1 − I]Ax.

对 y ∈ D(A),

‖[λ(λ−A)−1 − I]y‖ = ‖(λ−A)−1Ay‖
(2)

≤ 1

λ
‖Ay‖ → 0.

而且算子 ‖λ(λ−A)−1 − I‖ ≤ 2, 一致有界. 用 y ∈ D(A) 逼近 Ax, 由 Banach-Steinhaus 定理,

‖[λ(λ−A)−1 − I]Ax‖ → 0, ∀x ∈ D(A).

所以 Bλ 强收敛到 A.

命题 4.6 (构造一致连续半群的逼近). 记 Bλ (用有界算子指数 (4.2)) 生成的半群为 T λt = etBλ , 则
λ→ ∞ 时 T λt 强收敛到一个强连续算子半群 Tt, 且收敛关于有限区间内的 t 是一致的.

首先对 T λt 有范数估计

‖T λt ‖ = ‖et(−λ+λ2(λ−A)−1)‖

≤ e−λteλ2t‖(λ−A)−1‖

≤ e−λteλt = 1,

故 T λt 是压缩半群. 因为预解式可交换, 所以所有 Bλ 都可交换, 其指数也彼此可交换. 对任何
λ, µ > 0, x ∈ X ,

‖T λt x− T µt x‖ =

∥∥∥∥∫ t

0

d
ds(T

λ
s T

µ
t−sx) ds

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∥∥∥
∫ t

0

(T λs B
λ
s︸ ︷︷ ︸

∂sTλ
s

T µt−s − T λs B
µ
t−sT

µ
t−s︸ ︷︷ ︸

−∂sTµ
t−s

)x ds

∥∥∥∥∥∥∥∥
≤
∫ t

0

‖ T λs︸︷︷︸
压缩

(Bλ −Bµ)T
µ
t−s︸︷︷︸
压缩

x‖ds

≤ t‖(Bλ −Bµ)x‖.

因此对任意 t0 > 0, λ → ∞ 时 {T λt x}t≥0 关于 t ∈ [0, t0] 一致地强收敛, 对 x ∈ D(A). 由 Banach-
Steinhaus 定理, {T λt } 对一切 x ∈ X 关于 t 一致地强收敛, 所以极限 {Tt} 强连续. 显然它也是有界
算子, 满足半群性质, 所以是强连续算子半群. 又有

‖Ttx‖ = lim
λ→∞

‖T λt x‖,

1该构造的思路来源于有界算子预解式的 Laurent 展式:

(λ− A)
−1

=
∞∑

n=0

λ
−(n+1)

A
n
.

容易看出 Bλ 恰好提取出了展式中的第二项. 然而因为此处的 A 只有半边有界, 所以我们并不能直接使用这个展式.
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所以它也是压缩半群.

命题 4.7. 极限 {Tt} 以 A 为生成元.

首先, 由定义, {Tt} 存在无穷小生成元 Ã. 根据引理 4.3, Ã 的预解式等于 {Tt} 的 Laplace 变换.
但另一方面, 由于 Bλ 以 A 为强极限, 对任何 x ∈ D(A), µ > 0, 易知

lim
λ→∞

(µ−Bλ)x = (µ−A)x.

而 T λt 压缩, 所以 (µ−Bλ)
−1 一致有界,

x = lim
λ→∞

(µ−Bλ)
−1(µ−A)x =

∫ ∞

0

e−µtT λt (µ−A)x dt→
∫ ∞

0

e−µtTt(µ−A)x dt.

即 Tt 的 Laplace 变换也等于 A 的预解式. 所以 A, Ã 有相同的预解式 ⇒ D(A) = D(Ã), A = Ã.

注 4.6. 根据 Hille-Yosida 定理的结论, 我们可以形式地把 A 生成的半群记为 etA.

注 4.7. 上述证明的最后一步使用的就是引理 4.3 中体现的 “生成元由半群唯一决定” 的思想, 证明
两个算子的预解式相等, 从而它们相等. 这个思路在下一节处理各种例子的过程中也会频繁使用.

问题: 一般的半群如何? 可以转化为压缩半群来处理.

命题 4.8. 设 {Tt} 是强连续半群, 则存在正数 M,ω, 使得

(4.15) ‖Tt‖ ≤Meωt, ∀t > 0.

证明. 任取有限区间 [0, t0], 则由强连续半群一致有界性 (命题 4.1), 取

M = sup
0≤t≤t0

‖Tt‖ <∞.

对任何 t > 0, 对 t0 作带余除法 t = qt0 + r, 用半群性质,

‖Tt‖ = ‖T qt0Tr‖ ≤M q+1 ≤M t/t0+1.

令 ω = 1
t0

logM 即可.

注 4.8. 不难看到, 这个估计是极其粗略的. 有大量的工作专注于用各种各样的条件改善这个估计.

设 M,ω 为命题 4.8 中的系数, 令 St = e−ωt, 则它虽然不一定是压缩半群但是有界, 仍然可以定
义 Laplace 变换. 因此我们有类似于引理 4.3 的引理.

引理 4.9. 设 {Tt} 为强连续算子半群, (M,ω) 是命题 4.8 得到的系数, ω0 为所有 ω 的下确界, 那么
对任何 λ 满足 Reλ > ω0, 存在 Laplace 变换

(4.16) Rλ =

∫ ∞

0

e−λtTt dt.

它等于生成元 A 的预解式, 且 Reλ > ω > ω0 时有估计

(4.17) ‖(λ−A)−n‖ ≤ M

(λ− ω)n
.
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证明. 引理 4.3 的证明实际上只用到了 Laplace 变换是有限的, 所以 Rλ = (λ− A)−1 的证明和前面

完全相同.
再证界估计. 预解式对 λ 求导可得

(4.18) (λ−A)−n =
(−1)n−1

(n− 1)!

dnRλ
dλn−1

=
1

(n− 1)!

∫ ∞

0

tn−1e−λtTt dt.

由此立得

‖(λ−A)−n‖ ≤ 1

(n− 1)!

∫ ∞

0

Mtn−1e−(λ−ω)t dt = RHS.

仿照 Hille-Yosida 定理 4.4 的证明方式, 得到下列关于一般强连续半群的结论.

定理 4.10 (Hille-Yosida-Phillips). 稠定闭算子 A 是强连续半群的生成元当且仅当它满足

(1) 存在 ω0 > 0, 使得 (ω0,+∞) ⊂ ρ(A);

(2) 存在 M > 0, ω > ω0, 使得对任意 λ > ω, n ∈ N, ‖(λ−A)−n‖ ≤M(λ− ω)−n.

注 4.9. 证明过程总体是类似的. 唯一需要注意的是, 这里的充分条件不仅有对预解式的估计还有对
它的幂的估计. 这些估计是必要的, 因为在构造近似一致连续半群的时候,

‖T λt ‖ = ‖e−λt+λ2t(λ−A)−1

‖ ≤ e−λt
∞∑
k=0

(λ2t)k

k!

M

(λ− ω)k
=Me ωλ

λ−ω t,

在 λ→ ∞ 时关于 t ∈ [0, t0] 一致有界, 从而推出 {T λt x} 关于 t 一致强收敛. 若不改变条件 (2), 这个
估计将变为

e−λt+Mλ2

λ−ω ,

关于 λ 指数增长, 不可能限制它的界.

4.2 无穷小生成元的例子

4.2.1 平移半群

空间为

(4.19) X = C0[0,+∞) = {u ∈ C[0,+∞) : lim
x→+∞

u(x) = 0}.

范数为最大模范数. 它显然是一个 Banach 空间 (而且是紧支连续函数 D(R+) 在 L∞ 范数下的闭

包). 定义左平移算子半群

(4.20) Tt : u(x) 7→ u(x+ t).

显然它是一个压缩半群.

命题 4.11. Tt 的生成元 A 是求导算子, 定义域 D(A) = {u ∈ X : u′ ∈ X }, 且 Au = u′.

证明. 用 Laplace 变换算出 A 的预解式.

Rλ =

∫ ∞

0

e−λtTt dt.

对任意 u ∈ C0, 积分 Rλu 一致收敛, 计算出它的逐点极限:

vλ(x) = Rλu(x) =

∫ ∞

0

e−λtu(x+ t) dt =
∫ ∞

x

e−λ(t−x)u(t) dt.
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因为 u ∈ C0, 所以 vλ ∈ C1
0 , 且满足

v′λ(x) = −1 · u(x) +
∫ ∞

x

λe−λ(t−x)u(t) dt = −u(x) + λvλ(x),

⇔ (λ− ∂x)vλ = u.

所以算子 A 的预解和 (λ − ∂x)
−1 相同 (后者, 根据它的表达式来看, 是一个有界算子). 由引理 4.3,

这足以说明 A = ∂x.

4.2.2 正自伴算子

设 A 是 Hilbert 空间上的正自伴算子, 那么 (−∞, 0) ∩ σ(A) = ∅, 且根据谱分解的估计 (2.35),

‖(λ+A)−1‖ ≤ 1

λ
, ∀λ > 0.

记 −A 按 Hille-Yosida 定理的方式生成的半群为 Tt, 那么有下述结论.

命题 4.12. 设 A 的谱族为 E(λ), 那么 Tt 可以用谱分解写成

(4.21) Tt =

∫ ∞

0

e−tλ dE(λ).

证明. 根据谱分解的性质 (定理 3.41), 上面定义的 Tt 显然是有界线性算子, 且构成一个半群. 所以
它具有生成元 B. 下证 B = −A.
对任意 x ∈ D(A), (

Tt − I

t
+A

)
x =

∫ ∞

0

(
e−λt − 1

t
+ λ

)
dE(λ)x.

由于

x ∈ D(A) ⇔
∫

|λ|2‖dE(λ)x‖2 <∞,

而被积函数项被 λ 控制, 且逐点收敛到 0, 所以由控制收敛定理,
Tt − I

t
x→ −Ax, ∀x.

故 −A ⊂ B.
又因为对任何 λ > 0, 分别用正自伴算子的性质和引理 4.3, 得到

R(λ+A) = H = R(λ−B),

所以 λ+A 和 λ−B 是同一个算子, −A = B.

4.2.3 Gauss 半群

X = C0(Rn), 为 S(Rn) 在 L∞ 模下的闭包. 定义

(4.22) Ttu =


1

tn/2
G

(
x√
t

)
∗ u, t > 0,

u, t = 0.

其中 Gauss 核

(4.23) G(x) =
1

(4π)n/2
e−|x|2/4.
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记 Gt(x) =
1

tn/2G
(
x√
t

)
. 在 PDE 中我们知道这是热方程

(4.24) ut = 4u

的解的形式表达式.

命题 4.13. Tt 是强连续压缩半群,其生成元为 A = 4,定义域 D(A) = D(4) = {u ∈ C0 : 4u ∈ C0}.

证明. 我们分若干步证明这个命题.
1. 强连续压缩半群. 强连续性和压缩性用 Rn 连续函数卷积逼近的性质立即得到. 考虑 Gt ∈

S(Rn) 的 Fourier 变换, 计算可得

(4.25) Ĝt = e−4π2t|ξ|2 .

所以

ĜtĜs = Ĝt+s.

所以对任何 u ∈ S(Rn),

Tt+su = Gt+s ∗ u = (Gs ∗Gt) ∗ u = Gs ∗ (Gt ∗ u) = TsTtu.

半群性质成立. 扩充到 C0(Rn) 上即可.
2. S(Rn) ⊂ D(A). 通过 Fourier 变换直接验证.

d
dt(Gt ∗ u)

∣∣∣
t=0

=

(
d
dt(Ĝtû)

∣∣∣
t=0

)∨

=
(
−4π2|ξ|2û

)∨
= 4u.

这说明 A|S(Rn) = 4. 取闭包后得到 4 ⊂ A.
3. A 的定义域就是 D(4). 只要说明 A,4 具有相同的预解式, 又因为已证 4 ⊂ A, 所以只需说

明 4 有预解式 (λ−4)−1.
首先, 对于 u ∈ S(Rn), λ > 0, 分部积分得到

Rλ = −λ−1e−λtTtu|∞0 +

∫ ∞

0

λ−1e−λtTt4u dt,

所以

Rλ(λ−4)u = u.

显然这对任何 u ∈ D(4) 都成立. 再证明 R(λ − 4) = X 即可说明预解式 λ − 4 存在, Rλ =

(λ−4)−1.

下面来估计 λ−4 的 L∞ 范数. 2 对任何给定的 u ∈ S(Rn), 设它取最大模的点为 x0, 则有

4(|u|2)|x0
≤ 0

⇒ 2Re(u(x0)4u(x0)) + 2|∇u(x0)|2 ≤ 0.

⇒ Re(u(x0) · (−4u(x0))) ≥ 0.

⇒ λ|u(x0)|2 ≤ Re(u(x0) · (λ−4)u(x0)) ≤ |u(x0)| · ‖(λ−4)u‖∞
⇒ ‖(λ−4)u‖∞ ≥ λ‖u‖∞.

2如果是 L2 空间, 用 Plancherel 定理可以非常漂亮地得到 4 的谱点性质, 但这里是 L∞ 空间, Fourier 变换没有保距性, 必须另辟蹊
径.
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对任意 v ∈ X , 取一列 Schwarz 函数 uj → v. 对每个 uj , 可以解出 (λ−4)−1uj . 由上述估计得到

‖(λ−4)−1(uj − uk)‖∞ ≤ λ−1‖uj − uk‖∞, ∀m,n.

所以 {(λ−4)−1uj} 也在 X 中收敛到某个 w. 由 4 的闭性即得

(λ−4)w = u.

命题到此得证.

注 4.10. 最后一步证明 X = C0(Rn) 上 λ−4 的下界的过程中, 我们考察了 u(x) 在其最大值点的

函数值. 这实际上是找到了 u 的规范切泛函 u∗ ∈ X ∗, 它满足

1. 〈u∗, u〉 = ‖u‖∞;

2. ‖u∗‖X ∗ ≤ 1.

4.2.4 耗散算子

本小节假设空间是 Hilbert 空间 H .

定义 4.4. 设 A : D(A) → H 是稠定闭算子. 称 A 是耗散算子, 如果

(4.26) Re(x,Ax) ≤ 0, ∀x ∈ D(A).

例 4.3. 4 是 L2(Rd) 的耗散算子.

例 4.4. 设向量场 v 满足 ∇ · v ≥ 0, 则 v · ∇ 是 L2(Rd) 上的耗散算子, D(v · ∇) = H1(Rd).

Re(u,v · ∇u)L2 =
1

2

∫
v · ∇(|u|2) = −1

2

∫
|u|2(∇ · v) ≤ 0.

定理 4.14. Hilbert 空间上稠定闭算子 A 是压缩半群的生成元的充分必要条件是 A 为耗散算子且存

在 λ0 > 0, R(λ0 −A) = H .

证明. 1. 必要性. 设 A 生成压缩半群 {Tt}. 第二个结论由 Hille-Yosida 定理是显然的, 只需证第一
个. 对任何 x ∈ D(A),

0 ≥ d
dt‖Ttx‖

2
∣∣∣
t=0

= 2Re(x,Ax).

2. 充分性. 首先估计预解式, 即 λ−A 的下界. 对任何 λ > 0, 由耗散算子定义,

λ‖x‖2 ≤ Re(x, λx−Ax) ≤ ‖x‖‖(λ−A)x‖.

所以 ‖(λ−A)x‖ ≥ λ‖x‖, ∀λ > 0. 故如果 λ−A 可逆, 必有 ‖(λ−A)−1‖ ≤ λ−1.

假设 λ0 −A 已经可逆, 那么对任意 λ,

λ−A = [I − (λ− λ0)(λ0 −A)−1](λ0 −A).

由 Neumann 级数 (2.16), 只要

‖(λ− λ0)(λ0 −A)−1‖ < 1 ⇔ |λ− λ0| < λ0,

左边的算子就可逆. 因此
λ0 ∈ ρ(A) ⇒ (0, 2λ0) ⊂ ρ(A).

由条件及预解估计知 λ0 − A 可逆, λ0 出发扩张得 (0,+∞) ⊂ ρ(A). 再用 Hille-Yosida 定理即得结
论.
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注 4.11. 可以看出, 在 Hilbert 空间上, 稠定闭算子成为生成元的要求比 Hille-Yosida 定理 4.4 弱了
许多.

对于耗散算子生成的压缩半群, 韦东奕给出了下面的引理, 精确地估计了其模长衰减的阶数. 他
的灵感来源于估计非自伴算子所生成的半群增长阶的 Gearhart-Prüss 定理.

引理 4.15 (韦东奕). 设 A 是耗散算子, 且存在 λ0,R(λ0 −A) = H . 定义

(4.27) Ψ(A) = inf{‖(A− it)u‖ : u ∈ D(A), ‖u‖ = 1, t ∈ R},

则 A 生成的压缩半群 {etA} 满足下列界估计.

(4.28) ‖etA‖ ≤ e−Ψ(A)t+π
2 , ∀t > 0.

4.3 单参数酉群与 Stone 定理

4.3.1 共轭半群

在 Hilbert 空间上, 强连续算子半群有更好的性质.

引理 4.16. 设 {Tt}t≥0 是 H 上压缩半群, 且满足弱连续性.

(4.29) Ttx ⇀ x, t→ 0+.

那么 {Tt} 强连续.

证明. 对任何 x ∈ H ,

‖Ttx− x‖2 = (Ttx, Ttx)− (Ttx, x)− (x, Ttx) + (x, x).

令 t→ 0+, 则由弱连续性, 中间两项满足 (Ttx, x) → (x, x). 由压缩性, 第一项 (Ttx, Ttx) ≲ (x, x). 所

以有

lim
t→0+

‖Ttx− x‖2 ≤ (x, x)− 2(x, x) + (x, x) = 0.

这说明 ‖Ttx− x‖2 → 0, 即 Tt 在 t = 0 处强连续. 由定义即得 {Tt} 是强连续半群.

注 4.12. 该定理在 Banach 空间上也成立, 但证明更为繁琐.

下面考虑一个强连续半群的共轭 {T ∗
t }t≥0.

定理 4.17. 设 {Tt} 是强连续压缩半群, 则对每个时间取共轭后 {T ∗
t } 满足

(1) T ∗
0 = I;

(2) T ∗
s T

∗
t = T ∗

s+t, ∀s, t ≥ 0;

(3) T ∗
s 强连续.

证明. (1)(2) 显然, 我们来证明 (3).
∀y ∈ H ,

(x, T ∗
t y) = (Ttx, y) → (x, y), t→ 0+.

所以 T ∗
t y ⇀ y, ∀y ∈ H , 即弱连续. 因为 {Tt} 压缩, 所以 {T ∗

t } 也压缩. 由引理 4.16, {T ∗
t } 强连续,

所以结论成立.
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由此可得到下面的定义.

定义 4.5. 设 {Tt} 是强连续算子半群, 称 {T ∗
t }t≥0 为其共轭半群.

定理 4.18. 共轭半群 {T ∗
t }t≥0 的共轭半群的生成元是 {T ∗

T } 生成元的共轭算子.

证明. 设 Tt, T
∗
t 的生成元分别为 A,B. 对任何 x, y ∈ H ,

1

t
((Tt − I)x, y) =

1

t
(x, (T ∗

t − I)y).

对任意 y ∈ D(B), 取 x ∈ D(A), 对上式取 t→ 0+ 极限得到

(Ax, y) = (x,By).

根据 A∗ 的定义, y ∈ D(A∗), By = A∗y. 所以 B ⊂ A∗.

由 Hille-Yosida 定理, 对任何 λ > 0, 预解式 (λ− B)−1 存在; 而由共轭算子性质, (λ− A∗)−1 =

((λ − A)−1)∗, 预解式也存在. 3 这说明 R(λ − B) = H ⊂ R(λ − A∗), 只能为 λ − B = λ − A∗ ⇒
B = A∗.

4.3.2 酉群

定义 4.6. 称 Hilbert 空间上算子族 {Ut : t ∈ R} 为一个强连续算子酉群, 如果它满足:

(1) Ut 为酉算子, ∀t ∈ R;

(2) Ut+s = UtUs, ∀t, s ∈ R;

(3) Utx 是关于 t ∈ R 的连续映射, ∀x ∈ H .

注 4.13. 任给一个强连续酉半群 {Ut}t≥0, 定义

(4.30) Ũt =

Ut, t ≥ 0,

U∗
−t, t ≤ 0.

容易验证这个构造满足酉群的条件. 这说明任何酉半群一定可以扩充为一个酉群.

ŨtŨs =



UtUs = Ut+s, t, s ≥ 0

UtU
∗
−s = Ut+s, 0 < −s ≤ t

(U∗
t U−s)

∗ = U∗
−t−s, 0 < t < −s

U∗
−tU

∗
−s = U∗

−t−s, s, t < 0

= Ũt+s.

注 4.14. 和算子半群的情况相同, 假设 (1)(2) 成立, 则条件 (3) 等价于 Utx 在 t = 0 处强连续, 或在
右侧强连续.
但对于酉群而言, 条件可以更弱. 酉群显然压缩, 所以由引理 4.16, 可以把强连续条件 (3) 换成

下列的弱连续条件.

(3′) (Utx, y) 关于 t ∈ R 连续, ∀x, y ∈ H .

若还假设 H 可分, 则弱连续条件可以进一步减弱为
3Kato, Perturbation Theory for Linear Operators, 定理 5.30.

对于稠定闭算子 T : D(T ) ⊂ X → Y , 若 T 可逆, 那么 T ∗ 也可逆且 (T ∗)−1 = (T−1)∗.
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(3′′) (Utx, y) 关于 t ∈ R 可测, ∀x, y ∈ H .

证明. 对任意 a ∈ R, x, y ∈ H , 考虑 ∫ a

0

(Utx, y) dt.4

它是有界线性泛函,
∫ a
0
(Utx, y) dt ≤ a‖x‖‖y‖, 所以存在唯一的 xa ∈ H , 满足∫ a

0

(Utx, y) = (xa, y),

而且 ‖xa‖ ≤ a‖x‖. 记映射 x 7→ xa 为 Ta, 它是线性有界算子.
x ∈ R(Ta) 时, Utx 弱连续. 这是因为, 对任意 y ∈ H ,

(Utxa, y) = (xa, U
∗
t y) =

∫ a

0

(Usx, U
∗
t y) ds =

∫ a

0

(Ut+sx, y) ds =
∫ t+a

t

(Usx, y) ds,

而可测函数的变上限积分是连续的.
下面证明 R(Ia) 稠密, 从而对任意 x, Utx 都弱连续. 否则假设存在 z ∈ R(Ia)

⊥, z 6= 0. 因为空

间可分, 有正交基 {en}, 所以

0 = (Iaen, z) =

∫ a

0

(Uten, z) dt =
∫ a

0

(en, U
∗
t z) dt.

上式对任意 a 成立, 所以 (en, U
∗
t z) = 0, a.e.. 又因为只有可列个 en, 所以存在 t0 > 0, 使得

(en, U
∗
t0
z) = 0, ∀n⇒ U∗

t0
z = 0, 与 U∗

t0
是酉算子矛盾!

用酉算子定义和共轭半群的性质, 得出本节的主要定理.

定理 4.19 (Stone). 稠定闭算子 B 是强连续酉群的生成元当且仅当存在自伴算子 A, 使得 B = iA.

证明. 1. 充分性. 若 B = iA, 和负自伴算子生成半群 (4.21) 的思路相同, 用谱分解的形式定义

(4.31) eitA =

∫
eitλ dE(λ),

容易验证它是酉群; 同理可证

d
dt(e

itAx) = iAx = B, ∀x ∈ D(A).

所以 B 是该半群的生成元.
2. 必要性. 根据酉算子性质, U∗

t = U−t, ∀t ≥ 0, 所以它们是同一个算子半群, 具有同样的生成
元. U−t 的生成元为 −B; 而根据共轭半群性质, U∗t 的生成元为 B∗, 所以

−B = B∗ ⇒ (−iB) = (−iB)∗.

所以 −iB 自伴, 得证.

注 4.15. 表达式 (4.31) 最有用.

4这是对轨道 Utx 的卷积磨光, 和 (4.9) 类似, 只不过是弱意义下的.
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4.3.3 Stone 定理的应用

例 4.5. Schrödinger 方程

(4.32)

i∂tψ = Hψ = (−4+ V (x))ψ,

ψ(x, 0) = ψ0(x).

ψ : R3 → C 为波函数, 满足归一化条件
∫
|ψ|2 ≡ 1. 这要求解算子

Ut : ψ0 7→ ψ(·, t)

是酉算子.
Ut 以 H = −i(−4+ V (x)) 为生成元. 由 Stone 定理, Ut 是强连续酉算子半群当且仅当 −4+

V (x) 自伴.
由 Kato-Rellich 定理 2.42 以及例 可知, V (x) ∈ L2, V (x) ∈ L∞ 或 V (x) ∈ L∞ +L2 时都满足条

件.

定理 4.20 (von Neumann 遍历定理). 设 {Ut} 为强连续酉群, 记 H 的闭子空间为

(4.33) H0 = {y ∈ H : Uty = y, ∀t},

记 P 为 H 到 H0 的投影, 那么就有

(4.34) lim
T→∞

1

T

∫ T

0

Utx dt = Px, ∀x.

证明. 我们用自伴算子的谱表示. 根据 Stone 定理 4.19, 酉群必定可以写成自伴算子的谱族积分
(4.31) 的形式. 直接进行二重积分验证命题.

1

T

∫ T

0

eitAx dt =
∫ ∞

−∞
dE(λ)x

1

T

∫ T

0

eitλ dt =
∫ ∞

−∞

eiTλ − 1

iTλ
dE(λ)x.

(λ = 0 处用极限定义) T → ∞ 时,
∣∣∣ eiTλ−1

iTλ

∣∣∣ ≤ 1, 一致有界, 而且

eiTλ − 1

iTλ
→

1, λ = 0,

0, λ 6= 0,

所以由控制收敛定理, 对任意 x ∈ H ,

1

T

∫ T

0

eitAx→ E({0})x.

下面说明 E({0}) = P , 即它们的值域相同.
对任何 y ∈ H0,

E({0})y = lim
T→∞

1

T

∫ T

0

Uty dt = lim
T→∞

1

T

∫ T

0

y dt = y,

所以 y ∈ R(E({0})). 对任何 y ∈ R(E({0})),

eitAy =

∫
eitλ dE(λ)y = eit·0E({0})y = y.

所以 y ∈ H0. 得证.
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注 4.16. 遍历在概率论中的直观含义是: 时间平均趋于空间平均. 换而言之, 一个过程对无穷长的时
间区间的平均效果等于某个固定的值, 在这里就是子空间 H0 上的投影.

von Neumann 遍历定理可以应用于大量系统, 如下面的 Hamilton 力学系统.

例 4.6. 经典力学的 Hamilton 系统.

(4.35)

ṗ = −Hq(q, p),

q̇ = Hp(q, p).

其中 H(p, q) : R2n → R, p, q ∈ Rn. 由熟知结论, H(p, q) 关于时间不变, 所以轨道 (p(t), q(t)) 始终位

于同一能量面

(4.36) Σc = {z ∈ R2n : H(z) = c}.

若 H ∈ C2,Σc 紧, 原方程的解在整个实数轴上存在.
记 z = (p, q), Hamilton 系统可以写成

(4.37)

ż = J2n∇zH,

z(0) = z0.

其中反对称矩阵

J2n =

[
0 −In
In 0

]
.

定理 4.21 (Liouville). Hamilton 系统的解映射 Γt : z0 7→ z(t) (t ∈ R) 是 R2n 上的保测变换.

证明. 令 S(z0, t) =
∂Γt

∂z0
是它的 Jacobi 矩阵, 我们来证明 detS(z0, t) ≡ 1. 对初值求导得到

(4.38) ∂S

∂t
= J2n∇2

zH(Γtz0)S = J2n

[
Hpp Hpq

Hqp Hqq

]
S.

所以根据矩阵行列式的求导规则,

(4.39) [detA(t)]′
detA(t) =

d[log detA(t)]
dt =

d
dt
∑

logλi(A) =
d
dt tr(logA) = tr(A−1(t)A′(t)).

得到
∂(detS)

∂t
= detS tr(S−1J2n∇2

zHS) = detS tr(J2n∇2
zH) = 0.

保测性得证.

因为能量守恒, Γt 实际上是限制在每个能量面上的映射. 设 H ∈ C2, 那么 Σc 上有曲面的

Lebesgue 测度 dS(z). 定义新的曲面测度 σ 为

(4.40) dσ(z) = dS(z)
‖∇zH‖

, 5

则由 Liouville 定理, Γt : Σc → Σc 保持测度 dσ(x) 不变.
5之所以这么定义是为了满足余面积公式:∫

f |∇H| dz =

∫ ∞

−∞
dr

∫
Σr

f dS(z) ⇒
∫
f dz =

∫ ∞

−∞
dr

∫
Σr

f dσ(z).

从而 dσ(z) 也和 dx 一样得到保持.
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在 L2(Σc, dσ) 上引入算子

(4.41) Ut : f(x) 7→ f(Γtx),

那么由保测性, ∫
Σc

|f(Γtx)|2 dσ(x) =
∫
Σc

|f(x)|2 dσ(x).

所以 Ut 是酉算子. 又因为 Γt 是连续变换群, 所以

Ut+s = UtUs.

若能量面 Σc 紧, 根据微分方程的定义, Γt 是连续变换, 所以 Ut 是强连续的. 这说明 {Ut} 构成
L2(Σc, dσ) 上的一个强连续酉群. 对这个酉群运用 von Neumann 遍历定理, 即得下述结论.

推论 4.22. {Γt}t∈R 是 Hamilton系统的解映射,它是保持能量面测度 dσ 不变的运动. 假设 H ∈ C2,
能量面 Σc 紧, 则在 L2(Σc, dσ) 中有极限

(4.42) lim
T→∞

1

T

∫ T

0

f(Γtx) dt = f(x),

而且极限函数满足

(4.43)
∫
Σc

f(x) dσ(x) =
∫
Σc

f(x) dσ(x).

证明. 由 Neumann 遍历定理, 极限函数存在且在 Ut 下不变. 只需证平均性质.∫
Σc

f(x) dσ(x) = lim
T→∞

∫
Σc

dσ(x) 1
T

∫ T

0

f(Γtx) dt

= lim
T→∞

1

T

∫ T

0

dt
∫
Σc

f(Γtx) dσ(x)︸ ︷︷ ︸
保测

= lim
T→∞

1

T

∫ T

0

∫
Σc

f(x) dσ(x) =
∫
Σc

f(x) dσ(x).

可以证明该极限还是逐点的.

定理 4.23 (Birkhoff 个别遍历定理). {Γt}t∈R 是 Hamilton 系统的解映射, 是保持能量面测度 dσ 不
变的运动. 假设 H ∈ C2, 能量面 Σc 紧, 那么对任何 f ∈ L1(Σc, dσ) 或 f ∈ L2(Σc, dσ), 都有

(4.44) lim
T→∞

1

T

∫ T

0

f(Γtx) dt = f(x), dσ-a.e.

我们还可对时间平均的属性有更强的限制.

定义 4.7. 称 (Σc, dσ) 上的保测变换群 {Γt}t∈R 是遍历的, 如果对任何 f ∈ L1(Σc, dσ) 或 f ∈
L2(Σc, dσ), 极限

lim
T→∞

1

T

∫ T

0

f(Γtx) dt

存在且为常值函数.

由 von Neumann 遍历定理, 酉群的时间平均一定是到某个子空间的 L2 正交投影; 对于遍历的
变换群, 其投影只能是常数, 所以立即得到推论.

推论 4.24. 若 {Γt}t∈R 是遍历的保测变换群, 那么对任意 f ∈ L1(Σc, dσ) 或 f ∈ L2(Σc, dσ),

(4.45) lim
T→∞

1

T

∫ T

0

f(Γtx) dt = −
∫
Σc

f(x) dσ(x).



Chapter 5

非自伴算子理论

5.1 两个例子

设 H 是 Hilbert 空间, A : D(A) → H 为闭算子. 若 A 自伴, 那么通过谱族 (3.45) 可以得到如
下漂亮的结论:

1. 对任意函数 f ∈ Cb(R), 存在算符演算

f(A) =

∫
R
f(λ) dE(λ),

且满足 ‖f(A)‖ ≤ supλ f(λ).

2. 若 A 正, −A 生成一个强连续压缩半群 (4.21).

3. 对任何 z ∈ ρ(A), 有预解估计 (2.35).

非自伴算子则没有这些性质.

5.1.1 有限维空间的非自伴算子

令 H = C2, 定义算子

A =

[
0 1

1 0

]
.

1. σ(A) = {0}, 有特征向量 (1, 0)T , 所以是点谱.

2. A2 = 0, 故 A 生成的半群为

(5.1) e−tA = I − tA =

[
1 −t
0 1

]
.

‖e−tA‖ = O(t) (t → ∞). 这说明虽然 A 的谱点都非正, 但它生成的却不是压缩半群, 而且范数
也不是指数增长.

3. 预解式

(5.2) (λ−A)−1 =

[
λ−1 λ−2

0 λ−1

]
,

在 λ→ 0 时是 O(|λ|−2) 而不是 O(|λ|−1).

85
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5.1.2 求导算子

H = L2[0, 1], 定义算子

(5.3)

Au = u′,

D(A) = {u ∈ H1[0, 1] : u(0) = 0}.

它显然稠定可闭, 那么

(5.4)

A∗v = −v′,

D(A∗) = {v ∈ H1[0, 1] : v(1) = 0}.

所以 A 不自伴.
A 没有点谱. 这是因为, 假设 λ ∈ C 满足

u′ = Au = λu,

那么 u(x) = Ceλx, 但 u(0) = 0, 所以只能 u ≡ 0.
A 的预解集为全平面. 对任意 λ ∈ C, f ∈ L2[0, 1], 解 λu− u′ = f(x) 得到

u(x) = −
∫ x

0

eλ(x−t)f(t) dt.

这可以归结为如下的积分算子

(5.5) K̃u(x) =

∫ 1

0

K(x, y)u(y) dy.

关于这种积分算子已有很多结论.

定理 5.1. 若 K ∈ L2([0, 1]2), 那么 (5.5) 所定义的算子 K̃ 是 L2[0, 1] 上的紧算子, 且 ‖K̃‖ ≤
‖K‖L2([0,1]2)

若 K 是 Hermite 的, 即 K(x, y) = K(y, x), ∀x, y, 那么算子 K̃ 是 Hilbert-Schmidt 算子 (特征
值可列, 特征元为正交基).

现在 K(x, y) = −χ{x≥y}eλ(x−y), 显然双向 L2 可积, 所以预解式 (λ−A)−1 存在, 对任意 λ ∈ R.
这说明 ρ(A) = C.
估计预解式范数. 首先, 若定义相因子 Uα : u(x) 7→ eiαxu(x), 则有

(5.6) RA(z + iα)u(x) = −
∫ x

0

ez(x−t)eiα(x−t)f(t) dt = (UαRA(z)U−α)u(x).

因为 Uα 是酉算子, 所以 ‖RA(z)‖ = ‖RA(z + αi)‖. 只需估计 z ∈ R 的情况.

‖RA(z)‖2 ≤
∫ 1

0

dx
∫ x

0

e2z(x−y) dy =

∫ 1

0

e2zx − 1

2z
dx =

e2z − 2z − 1

4z2
,

在 z = 0 处用极限定义. 我们发现这个算子的范数在 z → +∞ 时指数增长.

注 5.1. 我们曾经证明过, 有界算子的谱集一定是非空有界闭集. 但我们在这里构造出了没有谱点的
无界算子 A. 这个例子说明, 谱集有界并不能推出算子是有界算子.
根据 Kato 第三章 §6.3, 谱集和预解集可以延伸到扩充复平面 C = C ∪ {∞} 上, 分别记作

σ(A), ρ(A), 定义为

(5.7) ∞ ∈

ρ(A), A 有界,

σ(A), A 无界, ∞ 是 RA(λ) 的本性奇点.
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可以证明上述两种情况必定有且只有一个发生. 由此可知, 对任何闭算子 T , 扩充谱集 σ(T ) 有界可

以反推出算子有界.
显然, 在当前例子中, 无穷远点 ∞ ∈ σ(A) 是 A 唯一的谱点.

考察 −A 生成的半群 Tt, 它满足

(5.8)

∂tu = −∂xu,

u(x, 0) = u0(x) ∈ D(A).

用特征线法解出

u(x, t) =

u0(x− t), x ≥ t,

0, x ≤ t.

显然也在 D(A) 中. 这说明 Tt 是右平移算子, 容易计算出它的范数为

‖Tt‖ =

1, t < 1

0, t ≥ 1.

不满足任何指数增长或线性增长的条件.

5.2 伪谱

本节考察一般非自伴算子的谱集的性质, 定义伪谱, 并分析非自伴算子生成的半群的增长阶. 我
们假设空间是 Hilbert 空间 H . 内容来自 Helffer, Spectral Theory and its Applications.

5.2.1 伪谱的定义

定义 5.1. 设 A 是 Hilbert 空间上的稠定闭算子, 定义它的 ε-伪谱 (pseudo-spectrum) 为下列集
合.

(5.9) σε(A) =
{
z ∈ C : ‖(z −A)−1‖ > ε−1

}
,

其中默认 z ∈ σ(A) 时 ‖(z −A)−1‖ = ∞.

注 5.2. 自伴算子的 ε-伪谱就是它的谱集的 ε-邻域. 非自伴算子的伪谱则包含这个 ε 邻域 (一般来
说是真包含), 这是因为下面的事实.

命题 5.2. 对于闭算子 A, z ∈ ρ(A),

(5.10) ‖(z −A)−1‖ ≥ 1

dist(z, σ(A)) .

下面的定理刻画了伪谱的本质是所有扰动下的谱点的集合.

定理 5.3 (Roch-Silbermann).

(5.11) σε(A) =
⋃

δA∈L (H )
‖δA‖≤ε

σ(A+ δA).

注 5.3. 这个定理看上去很高端, 实际上证明时只要不断地使用 Neumann 级数 (2.16).
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推论 5.4. 设有界算子 E 满足 ‖E‖ ≤ ε, 那么

(5.12) σε−‖E‖(A) ⊂ σε(A+ E) ⊂ σε+‖E‖(A).

伪谱和谱一样服从共轭运算.

定理 5.5. σ(A∗) = σε(A), ∀ε > 0.

证明. 运用共轭算子预解式的性质

(5.13) ((λ−A)−1)∗ = (λ−A∗)−1

即可证明.

有穷维空间中, 可以有更加细致的刻画.

定理 5.6. 设 A ∈ Cn×n, 特征值分离, 记为 λi(A), i = 1, . . . , n. 那么 ε→ 0 时,

σε(A) =
⋃
j

[B(λj , εKj) +O(ε2)].

其中 Kj ≥ 1.

注 5.4. 该定理的证明中用到如下事实: 在特征值分离的矩阵 A 的小邻域中, 特征值是关于小扰动
A+ zE 的解析函数 (|z| � 1).

5.2.2 半群增长阶估计

Hille-Yosida-Phillips 定理 4.10 要求, 为了稠定闭算子生成半群 {Tt}, 必须有:

(1) 存在 ω0 > 0, 使得 (ω0,+∞) ⊂ ρ(A);

(2) 存在 M > 0, ω > ω0, 使得对任意 λ > ω, n ∈ N, ‖(λ−A)−n‖ ≤M(λ− ω)−n.

且它对增长阶的估计为

(5.14) ‖Tt‖ ≤Meωt

其中增长速率 ω 没有给出显式, 因为它来自共鸣定理.1 这样往往只能给出极其粗糙的上界估计.
Gearhart-Prüss 定理是给出 ω 更精确的界的一个定理.

定理 5.7 (Gearhart-Prüss). 设 ω ∈ R 使得

(5.15) sup
Re z≥ω

‖(z −A)−1‖ <∞,

那么存在常数 M , 使得对于 M,ω, (5.14) 成立.

注 5.5. (5.15) 中限制 Re z ≥ ω 可以换成 Re z > ω, 因为若后者成立, 预解式必定能解析延拓到直
线 Re z = ω 上.

1直观上, 因为 |ez| = eRe z, 所以这个增长阶大约是谱的实部的上界. 但我们已经在前面非自伴算子的例子中看到, 这个估计是不对的.
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我们用谱和伪谱来叙述这个定理. 记

α0(A) := sup Reσ(A),(5.16)

αε(A) := sup Reσε(A),(5.17)

ω̂0(A) := lim
t→∞

1

t
log ‖Tt‖.2(5.18)

显然有 αε(A) 关于 ε 单调, 且以 α0(A) 为下界. 特别地, 有下述定理刻画他们的关系.

定理 5.8. 设 A是稠定闭算子,满足 Hille-Yosida-Phillips定理 4.10,生成算子半群 Tt,那么 ω̂0(A) =

limε→0+ αε(A).

Gearhart-Prüss 定理 5.7 中的估计可以自发地改善.

定理 5.9. 设 A 是稠定闭算子, ω ∈ R 满足条件 (5.15), 设

sup
Re z≥ω

‖(z −A)−1‖ = r−1,

则任何 ω′ ∈ (ω − r, ω] 都满足条件 (5.15), 且

(5.19) sup
Re z≥ω′

‖(z −A)−1‖ ≤ 1

r − (ω − ω′)
.

证明. 我们又遇到了一个关于小扰动下性质不变的命题, 所以用 Neumann 级数就完事儿了.

注 5.6. 所有满足条件 (5.15) 的 ω 必然是有下界 ω0 的. 越接近这个下界, 能前进的步长 r = r(ω)

就越小. 显然 r(ω) 关于 ω 单调上升. 根据上面的论证, 有下面的简单推论.

(5.20)

r(ω) ≤ ω − ω0,

ω − ω′ ≥ r(ω)− r(ω′).

Helffer, Sjöstrand 证明了下面的定量版 Gearhart-Prüss 定理.

定理 5.10 (Gearhart-Prüss 定理, 定量版本). 沿用定理 5.7 中的符号, 假设存在正的连续函数 m(t),
满足

(5.21) ‖Tt‖ ≤ m(t), ∀t ≥ 0,

那么对任何非负实数 t, a, b 满足 t = a+ b,

(5.22) ‖Tt‖ ≤ eωt
[
r(ω)

∥∥∥∥ eωs
m(s)

∥∥∥∥
L2[0,a]

∥∥∥∥ eωs
m(s)

∥∥∥∥
L2[0,b]

]−1

.

注 5.7. 该定理的证明非常具有技巧性, 且启发了韦东奕证明引理 4.15.

5.3 更多例子

5.3.1 复 Airy 算子

复 Airy 算子是 L2(R) 上的算子 −∂2
y + iy. 它的 Fourier 变换为 x2 + ∂x, 记为 A.

2log ‖Tt‖ 满足次可加性, 所以这个极限必定存在, 且等于其下确界. 它称为 Lyapunov 指标, 是控制半群增长的最小指数.
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定义域

(5.23) D(A) = {u ∈ L2 : Au ∈ L2} = {u ∈ H1(R) : x2u ∈ L2(R)}.

在图范数 (2.3) 下, 它紧嵌入 L2(R). 共轭算子为 A∗ = x2 − ∂x, 定义域相同.
下面求出预解式. 对任意 λ ∈ C, f ∈ L2, 解 λu− u′ − x2u = f 得到

(5.24) u = −
∫ x

−∞
eλ(x−y)− 1

3 (x
3−y3)f(y) dy.

具有积分算子 (5.5) 的形式. 显然

K(x, y) = −χ{y≤x}eλ(x−y)− 1
3 (x

3−y3)

是 R× R 上双向 L2 可积的函数, 所以 A 的预解式紧, 对任意 λ, 没有谱点.
利用相同的技巧可得, 模估计 ‖(z −A)−1‖ 仅与实部有关. 设 z ∈ R, 那么

‖(z −A)−1‖2 ≤
∫ ∞

−∞
dx e2zx− 2

3x
3

∫ x

−∞
dy e−2zy+ 2

3y
3

.

这个比较难算.
再看 −A 生成的半群的界, 也就是求解方程

(5.25)

ut + ux + x2u = 0,

u(x, 0) = u0(x) ∈ D(A).

用特征线解得

u(x0 + t, t) = u0(x0)e−
∫ t
0
(x0+s)

2 ds = u0(x− t)e−tx2+xt2− 1
3 t

3

.

整理得

|u(x0 + t, t)| = |u0(x− t)|e−t(x− t
2)

2− 1
12 t

3

⇒ ‖u(·, t)‖L2 ≤ ‖u0‖L2 · e− 1
12 t

3

,

所以 ‖Tt‖ ≤ e− 1
12 t

3

, 是一个超指数衰减的半群! 3 我们立即得到 A 的预解式的界估计.

‖(z −A)−1‖ ≤
∫ ∞

0

ezt− 1
2 t

3 dt.

5.3.2 调和振子

考虑调和振子 H0 = −∂2
x + x2, 定义域为

(5.26) D(H0) = {u ∈ H2(R) : x2u ∈ L2(R)} ⊂ L2(R).

它显然是正自伴算子.
下面来解 −u′′ + x2u = λu. 注意到

∂2
x − x2 = (∂x + x)(∂x − x) + 1 = (∂x − x)(∂x + x)− 1.

所以特征问题变为

−(∂x − x)(∂x + x)u = (λ− 1)u.

它的一个解为 λ = 1, (∂x + x)u = 0, 解得

φ0 = e− x2

2 ,

3有界区域上的 Airy 算子不能得到这种性质.
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恰为 Gauss 函数. 利用对易关系
[∂x − x, ∂x + x] = 2,

令 φn = (∂x − x)nφ0, 则

−(∂x − x)(∂x + x)φn = −(∂x − x)n+1(∂x + x)φ0 + 2n(∂x − x)nφ0 = 2nφn.

由此得到一族特征函数 {φn}, 对应的特征值为 λn = 2n+ 1.
事实上, 可以证明这些就是全部特征值. 注意到

∂x − x = e x2

2 ∂x

(
e−

y2

2 ·
)
,

这表明

φn =
[
e x2

2 ∂x

(
e− x2

2 ·
)]n

e− x2

2 = e x2

2 ∂nx e−x2

.

是 Hermite 多项式和权因子 e−x2

的平方根的积, 满足∫
φmφn = 0.

而且 {φn} 构成 L2(R) 的正交基. 这说明 −∂2
x + x2 不存在其它的谱点.

在高维 Rd 的情形, H0 = −4+ |x|2, 特征值为 2(n− 1) + d, n = 1, 2, . . . 特征函数集合为

En = {φ(x1)α1 · · ·φ(xd)αd : |α| = n}.

注 5.8. 此时有另一种导出调和振子的方式. 设有向量场 φ (它是某个势能的函数), 计算出

d∑
j=1

‖(∂xj
+ ϕj)u‖2 =

d∑
j=1

[
(uxj

, uxj
) + 2Re(ϕju, uxj

) + (ϕju, ϕju)
]

= (−(4+ |φ|2)u, u)− ((∇ ·φ)u, u).

所以我们得到一个正算子 −4+ |φ|2 ≥ ∇ · φ.

1. 取 φ(x) = x, 即得调和振子, 它的最小特征值为 d.

2. 取 φ(x) = x̂, 得到算子 −4+ 1 ≥ d−1
|x| .

3. 取 φ(x) = ν x
|x|2 , 得到算子 −4+ ν2

|x|2 ≥ ν d−2
|x|2 . 令 ν = d−2

2
得最佳估计

−4 ≥ (d− 2)2

4|x|2
.

把 x2 的系数换为 i, 定义域不变, 得复调和振子 H = −∂2
x + ix2. 形式换元 x = ρy, 得 H 关于 y

的表达式

H̃ = −ρ−2∂2
y + iρ2y2.

令 ρ = e−π
8 i, 则 H̃ = e−π

4 iH0, 回到调和振子. 由此我们得到下面的结论.

命题 5.11. σ(H) =
{

e−π
4 i(2n− 1) : n ≥ 1

}
.

对任意 u ∈ D(H),
((H − z)u, u) = ‖u′‖2 + i‖xu‖2 − z‖u‖2.
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所以有初步的预解估计

‖(z −H)−1‖ ≤ 1

−Re z , Re z < 0;(5.27)

‖(z −H)−1‖ ≤ 1

− Im z
, Im z < 0.(5.28)

所以只剩下了第一象限. 我们有下述更加精确的定理.

定理 5.12. 对任何闭区间 K, 存在 C > 0, 使得 ∀λ 满足 Reλ ∈ K, Imλ ≥ C,

(5.29) ‖(λ−H)−1‖ ≤ C| Imλ|− 1
3 ,

另一方面, 我们有命题

命题 5.13.

(5.30) ‖(λ−H)−1‖ = ‖(iλ−H)−1‖.

所以关于实部也有类似的界估计.

5.3.3 Fokker-Planck 算子

定义

K = −4v +
1

4
|v|2 − d

2
+ v · ∇x −∇V (x) · ∇v.

为 L2(R2d) 上的算子. 其中前一半根据注 5.8 的论述, 取 φ(x) = x
2
, 得到它是一个正算子. 后一半则

是 Hamilton 系统的速度场 X0, Hamilton 量为

H(x, v) = V (x) +
1

2
v2.

该系统的平衡态为 Maxwell 分布 Φ(x, v) = e− 1
2H(x,v). 这是因为

X0f(H) = f ′(H)(Hv ·Hx −Hx ·Hv) = 0.

∇vΦ = −1

2
ΦHv = −1

2
Φv

⇒ 4vΦ = −d
2
Φ− 1

2
v · ∇vΦ =

(
1

4
|v|2 − d

2

)
Φ.

⇒ KΦ = 0.

关于平衡态我们有下列结论.

1. 若 e− 1
2V (x) ∈ L2(Rd), 那么 Φ 是 L2 中的 0 特征元, 所以 0 ∈ σ(K).

2. Φ(x, v) 是 Ku = 0 的唯一解, 所以若 e− 1
2V (x) /∈ L2(Rn), 则 K 没有零特征值.

我们将 Φ(x, v) 称为 Maxwell 函数.
以下是一些未解决的问题.

1. 若 e− 1
2V (x) ∈ L2, 定义到 Φ 的特征子空间的投影为 Π0, 半群 {e−tK} 是否指数收敛到不动点,

即是否有

‖e−tKu−Π0u‖ ≤ e−Ct‖u‖.

2. K 是否有紧预解式. 这关系到上述指数收敛是否成立.

3. 猜想: K 有紧预解式当且仅当下列 Witten-Laplace 算子

4V = −4+ |∇V |2 −4V

有紧预解式.


	广义函数
	广义函数的概念
	B0空间
	广义函数的运算
	求导算子
	乘积运算
	平移与反射

	Fourier变换
	S上的Fourier变换
	S'上的Fourier变换

	Sobolev空间
	光滑逼近
	延拓与嵌入定理
	H0m上的线性泛函


	无界算子
	闭算子
	闭算子与算子闭化
	共轭算子
	对称算子和自伴算子

	自伴扩张
	共轭双线性形式的延拓
	Friedrichs扩张

	Cayley变换
	本质自伴算子的条件
	Cayley变换

	无界算子谱理论
	谱理论基础
	自伴算子谱的性质
	Riesz投影
	自伴算子的本质谱

	自伴算子的扰动
	闭算子的扰动
	自伴性在扰动下的保持
	自伴算子的谱集在扰动下的变化


	Banach代数与谱分解
	代数基本概念
	Banach代数
	Banach代数的定义与例子
	Gelfand表示
	Banach代数上的谱集

	C*代数
	Hilbert空间上的正常算子
	算符演算
	谱分解
	谱集性质

	无界自伴算子的谱分解

	算子半群
	无穷小生成元
	算子半群的定义
	无穷小生成元
	压缩半群, Hille-Yosida定理

	无穷小生成元的例子
	平移半群
	正自伴算子
	Gauss半群
	耗散算子

	单参数酉群与Stone定理
	共轭半群
	酉群
	Stone定理的应用


	非自伴算子理论
	两个例子
	有限维空间的非自伴算子
	求导算子

	伪谱
	伪谱的定义
	半群增长阶估计

	更多例子
	复Airy算子
	调和振子
	Fokker-Planck算子



