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1 关于Moser迭代方法的一些思考与探索

本节，我们主要来研究Moser迭代方法,重点关注Moser迭代的思想以及

证明细节中辅助函数如何想到的一系列过程。虽然书上将辅助函数直接给

出，但第一眼看肯定是觉得不可思议，因此我们就重点来探索如何去寻找

这个辅助函数，通过一系列尝试，我们会发现可以将这个辅助函数逐渐找

出来。在本节，我们关注的问题是弱解的局部有界性。弱解有界性之所以

这么重要的原因是它将方程由原来的弱解(Lp)向光滑解迈进(这一点非常至

关重要)

Theorem 1.Suppose aij ∈ L∞(B1) and c ∈ Lq(B1) for some q > n/2 satisfy

the following assumptions:

aij (x) ξiξj ⩾ λ |ξ|2 for any x ∈ B1, ξ ∈ Rn (1)

and

∥aij∥L∞ + ∥c∥Lq ⩽ Λ (2)

for some positive constants λ and Λ.Suppose that u ∈ H1(B1) is a subsolution

in the following sense:∫
B1

aijDiuDjφ+ cuφ ⩽
∫
B1

fφ for any φ ∈ H1
0 (B1) and φ ⩾ 0in B1 (3)

If f ∈ Lq(B1),then u+ ∈ L∞
loc(B1).Moreover,there holds for any θ ∈ (0, 1) and

any p > 0

sup
Bθ

u+ ⩽ C

{
1

(1− θ)n/p
∥∥u+

∥∥
Lp(B1)

+ ∥f∥Lq(B1)

}
(4)

where C = C(n, λ, Λ, p, q) is a positive constant.

Moser迭代的基本思想是，选择适当的试验函数,得到一个反向的Holder不

等式:

∥u∥Lp1(Br1)
⩽ C ∥u∥Lp2(Br2)

(5)

其中p1 > p2, r1 < r2.C是形如1/r2 − r1的函数，然后进行迭代。因此如何选

择适当的试验函数是关键。我这里把整个取试验函数的想法都给尝试一遍，
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虽然试验函数看起来十分复杂，但我发现实际上试验函数的选取是有一定

逻辑的。

step 1.首先我们最容易想到的试验函数φ自然是η2u+，我们有

D
(
η2u+

)
= 2ηDη

(
u+
)
+ η2Du+ (6)

我们发现φ与Dφ都在u ⩽ 0为0，因此我们相当于在u ⩾ 0上积分。我们有：∫
aijDiuDjφ =

∫
aijη

2Diu
+Dju

+ + 2ηaiju
+DjηDiu (7)

⩾
λ

2

∫
η2
∣∣Du+

∣∣2 − 2Λ2

λ

∫
ηu+ |Dη|2 (8)

因此我们可以得到估计式：∫ ∣∣D (u+η
)∣∣2 ⩽ C

[∫
|Dη|2

(
u+
)2

+ |c|
(
u+
)2

η2 + |f |u+η2
]

(9)

其实做到这里,我们可能会发现遇到了一些困难，困难点主要来自于|f |u+η2.我

尝试做了一下它的估计：∫
|f |u+η2 ⩽ ∥f∥Lq

∥∥u+η
∥∥
L

q
q−1

(10)

之后的想法是用指标插值,将∥u+η∥
L

q
q−1
用∥u+η∥L2∗和∥u+η∥L2，但可惜的是，

q
q−1
并不在这中间，这就是我们遇到的困难，所以我们要想办法改进。

step 2.改进的想法是我们将|f |u+η2修正为|f | (u+)
2
η2.这将要求我们

把u+给抬上去一些。我们设：

ū = u+ + k (11)

我们考虑试验函数η2ū，但是有一个问题就是其导数并不是在u ⩽ 0时等

于0，因此,我们把试验函数修正为η2 (ū− k)，我们得到

D
(
η2 (ū− k)

)
= 2ηDη (ū− k) + η2Dū (12)

我们得到估计式：∫
2ηDjη (ū− k) aijDiū+ η2DjūDiū ⩾

λ

2

∫
η2 |Dū|2 − 2Λ2

λ

∫
|Dη|2 |ū|2

(13)
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继续做估计得到：∫
|D (ηū)|2 ⩽ C

(∫
|Dη|2 |ū|2 + |f | ūη2 + |c| ū2η2

)
(14)

因为ū ⩾ k，我们进一步得到：∫
|D (ηū)|2 ⩽ C

(∫
|Dη|2 |ū|2 + |f |

k
ū2η2 + |c| ū2η2

)
(15)

这里我们不妨设∥f∥Lq = k > 0，我们取c0 = |c| + |f |
k
，则∥c0∥Lq ⩽ Λ + 1,对

于
∫
c0ū

2η2，我们由Holder不等式：∫
c0ū

2η2 ⩽ ∥c0∥Lq ∥ηw∥2
L

2q
q−1

(16)

由Young不等式

∥ηw∥
L

2q
q−1

⩽
n

2q
ϵ ∥ηw∥L2∗ +

[
1− n

2q

]
ϵ−

n
2q−n ∥ηw∥L2 (17)

我们利用Sobolev不等式，我们得到:

∥uη∥2
L

2n
n−2

⩽
∫

|D (uη)|2 ⩽ C

{∫
u2 |Dη|2 + u2η2

}
(18)

接下来，我们取η ∈ C1
0 (BR)，η = 1in Br， |Dη| ⩽ 2

R−r
.我们就可以得到:

∥u∥
L

2n
n−2

⩽ C (n, q, λ, Λ)
1

R− r
∥u∥L2 (19)

这里，我们不妨假设(n > 2)，此时，我们已经得到了第一步的迭代过程。

如果想让迭代继续，我们的试验函数还应该调整，需要找带有次数，但

还有一点需要注意的时，当次数变高的时候，我们的试验函数不一定能落

入H1
0，所以说我们会想到去取截断函数。基于这两点，我们构造的函数也

是非常地自然。

step 3.这时候，我们大致上已经能确定出来我们要的试验函数是长什

么样了，设um

ūm =

ū if u < m

m+ k if u ⩾ m
(20)
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我们取φ = η2
(
ūβ
mū− kβ+1

)
∈ H1

0 (B1)，这个试验函数能满足我们以上分析

下来的所有要求。也是通过一次次不断得摸索得到的。类似得我们可以得

到估计：

β

∫
η2ūβ

m |Dūm|2 + η2ūβ
m |Dū|2 ⩽ C

{∫
|Dη|2 ūβ

mū
2 + c0η

2ūβ
mū

2

}
(21)

我们设w = ū
β/2
m ū，我们得到：

|Dw|2 ⩽ (1 + β)
{
βūβ

m |Dūm|2 + ūβ
m |Dū|2

}
(22)

类似之前对c0w
2η2的处理，我们得到

∥ηw∥2
L

2n
n−2

⩽
∫

|D (wη)|2 ⩽ C (1 + β)α
∫ (

|Dη|2 + η2
)
w2 (23)

其中α依赖于n和q，取试验函数如上，我们得到：(∫
Br

ūγχ
m

)1/χ

⩽ C
(γ − 1)α

(R− r)2

∫
BR

ūγ (24)

其中γ = β + 2，χ = n
n−2

> 1 (n > 2) , χ > 2 (n = 2)，令m → ∞，我们分别
取

γi = 2χi, ri =
1

2
+

1

2i+1
(25)

最后得到： (∫
B1/2

ū2χi

)1/2χi

⩽ C

(∫
B1

ū2

)1/2

(26)

令i → ∞，我们得到:

sup
B1/2

u+ ⩽ C
{∥∥u+

∥∥
L2(B1)

+ k
}

(27)

至此这个问题关于p = 2的Moser迭代就解决了。实际上总体的思想方法就

是选择适当的试验函数，本质上是在做先验估计，得到迭代式。这种方法

也同样适用于类似条件的弱解局部有界性理论。
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2 关于De Giorgi’s approach的总结

De Giorgi’s方法的想法是：寻找这样一个充分大的k，使得积分:∫
B1

[
(u− k)+

]2
= 0 (28)

这样我们就知道这个u的上界。这个方法的试验函数想法比较自然，就是

φ = v
(
v = (u− k)+

)
ζ2, ζ ∈ C1

0 (B1) (29)

我们注意到，v = u− k,Dv = Dua.e.in(u > k)并且v = 0, Dv = 0a.e.in(u ⩽

k).原式相当于在u > k上积分.下面我们做一下估计:∫
aijDiuDjφ =

∫
aijDiuDjvζ

2 + 2aijDiuDjζvζ ⩾
λ

2

∫
|Dv|2 ζ2−2Λ2

λ

∫
|Dζ|2 v2

(30)

进而我们得到∫
|D (vζ)|2 ⩽ C

{∫
v2 |Dζ|2 +

∫
|c| v2ζ2 + k2

∫
|c| ζ2 +

∫
|f | vζ2

}
(31)

由Sobolev不等式，我们得到:(∫
B1

(vζ)2
∗
) 2

2∗

⩽ c (n)

∫
B1

|D (vζ)|2 (32)

2∗ = 2n/(n − 2)当n > 2时，2∗ > 2当n = 2。我们想得到v的估计，我们就

需要处理右端的其余几项。首先∫
|f | vζ2 ⩽ ∥f∥Lq ∥vζ∥L2∗ m (vζ ̸= 0)1−

1
2∗−

1
q ⩽ δ ∥D (vζ)∥2L2 + c (n, δ) ∥f∥2Lq m (vζ ̸= 0)1+

2
n
− 2

q

(33)

现在对带c的两项也进行处理:∫
cv2ζ2 ⩽ c (n) ∥c∥Lq ∥D (vζ)∥2L2 m (vζ ̸= 0)

2
n
− 1

q (34)

以及 ∫
|c| ζ2 ⩽ ∥c∥Lq m (vζ ̸= 0)1−

1
q (35)
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对于(33)，因为1+ 2
n
− 2

q
> 1− 1

q

(
q > n

2

)
，当m (vζ ̸= 0)非常小时,我们就可

以得到

∥D (vζ)∥2L2 ⩽ C

{∫
v2 |Dζ|2 +

(
k2 + ∥f∥2Lq

)
m (vζ ̸= 0)1−

1
q

}
(36)

最后我们只希望得到v的估计（而且是L2)，在这里我们运用Sobolev不等式:

∥vζ∥2L2 ⩽ ∥vζ∥2L2∗ m (vζ ̸= 0)2/n ⩽ c (n) ∥D (vζ)∥2L2 m (vζ ̸= 0)2/n (37)

因此，我们得到

∥vζ∥2L2 ⩽ C

{∫
v2 |Dζ|2 |{vζ ̸= 0}|ε + (k + ∥f∥Lq)

2m (vζ ̸= 0)1+ε

}
(38)

其中ε取适当大即可,上式是对m (vζ ̸= 0)比较小的时候成立。这时，我们选

取ζ还是一样的条件:ζ ∈ C∞
0 (BR), ζ ≡ 1in Br, |Dζ| ⩽ 2

R−r
in B1.我们记

A (k, r) = {x ∈ Br : u ⩾ k} (39)

所以，我们得到:∫
A(k,r)

(v)2 ⩽ C

{
1

(R− r)2
|A (k,R)|ε

∫
A(k,R)

(v)2 + (k + ∥f∥Lq)
2 |A (k,R)|1+ε

}
(40)

注意当上式子对于|A (k,R)|比较小，取k ⩾ k0 = C (λ, Λ) ∥u+∥L2 .我们最终

的目标就是寻找k = C(k0 + F )s.t.∫
A(k,1/2)

(u− k)2 = 0 (41)

我们注意到，当h > k ⩽ k0，我们有：∫
A(h,r)

(u− h)2 ⩽
∫
A(k,r)

(u− k)2, |A (h, r)| ⩽ 1

(h− r)2

∫
A(k,r)

(u− k)2 (42)

这样我们就可以得到迭代式：

φ (h, r) ⩽ C

{
1

R− r
+

h+ F

h− k

}
1

(h− k)ε
φ (k,R)1+ε (43)

这让我们感觉到，随半径的缩小，h的增大，有递减的感觉。我们进行具体

的迭代:

kl = k0 + k

(
1− 1

2l

)
, rl = τ +

1

2l
(1− τ) (44)
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其中k > 0待定，τ = 1/2，这样我们得到

φ (kl, rl) ⩽
C

1− τ

k0 + F + k

k1+ε
2(1+ε)l (φ (kl−1, rl−1))

1+ε (45)

事实上，至此我们对k进行挑选，就可以得到φ (kl, rl) ⩽ φ (k0, r0) /γ
l (γ > 1)，

这样我们的迭代就能成功了。
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